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1. UTILI NOZIONI FONDAMENTALI

l.l- Dehnizione di conv€rgenzr

Data la succ€ssione di funzioni reali di variabil€ rcale

uíx) u2(x) ...

defi nite nelllntervallo o ( x ( ó, la serie

X rl(x)

s(x) =

ll.l.ll
è una serie di funzioni definita in tutti i punti di (a, ó) O.

un punto dell'intervallo di definizione se la
Si chiama r'rurìgrze o dominio di convertenza
in cui la serie converge. Itr detto dominio ri-

S(t) = ! ,,*

che può essere continua o no. Al di fuori di questo dominio la serie di funzioni non ha
somma.
Esempio.

l. Si determini il dominio di convergenza e la somma della serie:

è/x+t\"Ll -_.1,=0\4

^ .r+ IPosto q : ;=; la serie si può scrivere 
"=2o{

che è la serie geooetrica, convergente per lql ( l, cioè per:

lx* I Il--l <l - (x*t)'<(x-2)'z - i+zx+l<x2-4x+4 -I x-Zl
- x1tl2

La serie è convergente quindi su tutti i punti della semiretta r < l/2, La sua somma è
data da:

I 2- x
r* I 3

r-2
(r) Indicheremo con (a-ó) l'intervallo {chiuso) in cui 4 < .x <à (esrremi conrpresr') e con [a, ò] l.lnter-

vallo (apeno) in cui è o < x < b (estremi escrtrr4.
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1.2.- Prcmelsr d corcetto di corvergenzr unifomc.
[l,l.l] sia convergente, in base al criterio generale di conver_
Serie numeriche,92.3) e relaúvamente al funro rr, si ha che,
, si può determinare un lfr ) 0 rale che per tutti gti z ) ìr'1,

l.i, *<'1 |=t*1'';1 ''
È chiaro che ifr dipende da e.

Per Io stesso t ma pe. * 0"",. ',,iilrlìha,-analosamente:

logx

u.2.rl

u.2.21
per tutti gli n > ir', con _ÀI,

vale sia la [.2.1] sia la [1.2.della .l.ll, fissato € > 0,
siccome e è arbitrario, gene
scriverc tV = ly'(e,x).

Cidomandiamo ora se, per un prefissato É, esiste un F tale che per tutli gli r di (a, ó) eper ogni z ) lV si abbia;

u.2.31
È chiaro che tale /f, se esis solo da c. In altre parole, cr domatr_

Í::i^1::. g.-::l t:,"|':'*q n(r) tare da sodJis?;r; ra [r.2.3] p€rruro gu _x. I seguentr esempi

" ;"'iH:"r:"#:i"T}:.seomet 
ca j I ne*nterva'o (f' j) 

'*"u"""*r"'-
Stx): I

I -;
il resto R (-r) è la serie:

R"1x1 = y -tt- {+t + t+, + ... =./(l *r*xr* .) =rI.t+
che è una funzione crescente nell'intervallo comiderato, e quindi ha l,esttemo supe_riore in .r = l/2.
Applicando taIt-2.j] si ha:

')t
lR.(-r)l = ---al --x (c - n log-r(tog[.(t -.r)]

n > !98[,-q-: -[ - ,, "t(''i) - rose : l-oe2 -, - lose
I
2

- log 2 log2

ossia, indicando con 1ù il primo intero maggiore Oi t - ff, ta [1.2.3] risulta veri_

ficata iri tutti i punri dell,intervalo (*,aJ *, " 
t 

".

log
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Nel punto x = I la serie è convergente perché tutti i suoi termini sono nulli e quindi

ha somma uguale a zero; nell'intervallo (1. t) t" serie è convergenre ma la sua
sornma S(x) è discontinua.
Applicando la u.2.31si ha:

l&'(x)l = (l - x)/* (l - 4;/*' * ... : (l - Ì)r/(l *.t * r'? * ...; =
:1t - x1t .L: { <c

l-Ì

da cui
los e

n)-:a
log f

ossia, siccome per x - l- è logx - 0-, il secondo membro tende all'infrnito e non esi-
ste un valore di y'{ cbe soddisfr la [l.2.3].

In entrambi gli esempi si ha a che fare con serie convergenti nell'intervallo di defini-
zioDe ma dal comportamerto diverso in quauto la prima ha somoa continua e soddisfa la
u.2.31 mentre la scconda ha somma discontinua e non soddisfa la .2.31-

1.3.- Defmizionc dl convergenza uniforme
Una serie di funzioni definit€ nell'intervallo (u, ó) e convergente in tutti i punti di esso,

viene detta uniformemente convergente se_è possibile, pcr ogni e ) 0 arbitrario, determi-
nare un N intero tale che per tutti gli ,t > lù valga in tutto (a, ó) la disuguaglianza:

Iit'(r)l < e tl.3.ll
Ricordando che À"(x) = S(r) - ,r"(x), la U.3.ll diventa:

lS(r) - s,(r)l (e
che geometricamentc può essere così interpretata: per un prcfissato t ) 0 si possono sem-
pre trovare delle somne parziali il cui grafico cade inteÌamente nella striscia compresa ua
S(r) * e e.9(r) - e; in altre parole per n - - s"(x) -- A(d.

Per la serie dell'esempio 2 si ha:

l l-/
S(r) = =- e slx)=É

l-.l t-x

ed esoeldo (si ricordi che è x ( l):

rim s,(-r) = 7];- = s(x)

la serie è uniformemente convergente.
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DÀl diagramma della lE. 1.3.1, che riporta I'anda-
mcnto d€lle fuDziotri della serie nell'intervallo conside-
rato, si nota che la distanza tra S(x) e s"(x) decresce al
crescere di r, e a partie da un ce o n in poi tutt€ le
somme parziali .ro sono contenute nella stri$cia dclimi
tata da ,t(r) € S(r) - €.

Per la serie dell'esempio 3 si ha:

s(r)=10".'rn (|,r] " "<u=o

r(r)= l-x' *
slt) = 0

e p€r 4 = l, 2, 3, ... si hanno i grafici di fig. 1.3.2.
Come si vede chiaramente, nelllntorno sinistro di
r = 1, per qualunque n,la distanza ,f(x) - s,(r) è vicina a
e ( l, la striscia delimitata da S(x) € S(x) - É non contiene
serie non è uniformemente convergente.

Fi9.1.3.1

I quanto si vuole, e inoltre, per
intcramcnte alcuna.r"; quindi la

Fig.1.3.2

1.4.- Condizione necesarir c suficietrte per h convergenae uniformc
Condizione necessaria e sufficiente per la convergenza uniforme della serie

2 ur?l a(x(A .4.rl

nelllntervallo (a, ó) è che, preso un E ) 0 arbitrario, si possa determinare un intero positivo
lV tale che pcr tutti gli n > lV e per tutti 8li inteîi r valga in (o, ó) la seguente disuguaglianza:

t0

I t' ,x'l l<; Ít.4.21
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La condizione è necessaria perché, se la I.4.1] è uniformemente convergento, cioè rc

lÀ,(r)l <., la fl .a.21 è v€rificata; infatti si ha

IrirlI E u(x) l= lR"(r)-&,.(.r)l < lÀ,(x)l * |R",.(x)l (2e
I t =n+t I

ossia la fl.4.21assumendo r : ;.
Per la sufficienza si ha:

lR (Ì)t = rim 
I _j_, 

*o, 
I 
* -. o

< € assumendo € = 2e,

1 ,5.- Crifcrio di converg@zr unifome di ìv€ierstrsss

Una serie di funzioli

7 "44 a(x(ò
è uniformemcÍte convergcnto nell'intervallo di definizions se si può trovare una serie nu-

merica a termini positivi t ar convergente e tale che:
' l=l

l*(x)l (cr a(xSó u.5.21

Infatti dalla U.5,21e dalcriterio gencrale di convergenza di Caùchy per le serie Dume-
D+t

riche. espresso da ! or ( e, risulta verificara la [1.4.2]:' l=,+ I

r r+. n+tI I zr{x)l( E ladx)l( tr or(e
ll-;rl ' I ,t-t+l k=n+l

Dalla [.5 é è

codvergente la
Una serie tta

rraggiorabile. Tale criterio è solo sufficiente per cui una serie unifotmemenle converg€nte
non è detto che sia maggiorabile.

Esenpio.

è ".nrt4. ) """";-

Poichéè lsennxl ( I per qualunque.r reale, siha:

| ."ttro I Il---'-;-l(-;ln'ln-
ser luto, non superiore al
la che, come saPPiamo
Er P> I (nel nostro caso
qu strass, ùniformementc

convergente su tutto I'asse îeale.

ll.5.ll

ll.5.3l
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1.6.- Crilcrio di unlforme convergenzr di Abel
È anch'esso un criterio solo sufficiente. Una serie di funzioni

É r(") a(x(ò
*= t '

è uniformement€ convergente se risultano verificate le seguenti relazioni:

ut(x) = atv*(x) .6.11

dove gli dr sono delle costanti tali che la se.i" .i. o* sia corvergente e le funzioni v(r), in,:t
tutto I'intervallo (a, A), sono non negative, minori di una costante (owiamentc positiva) M
e tali che:

v (x) 2 vz(x) à ... ) v^(x) 2 ...
Esempio.

- t-l

5. | {""u*a-
*-=t n

Si trattadi una scrie corivergente per qualunque r * - 2 come si può veri{icare appli-
cando il criterio del quoziente (cfr. P.29, Se e numerìche, $3.3). Si ha infatti:

, lI
[m +e"r'+ 2) = o

e prendendo per il confionto la serie armoaica generalizzata con? : 3, si ha:

r- I

lim- e"Q + 2) = I

Vediamo adesso se la serie è uniformemente convetgente. Si ha:

"i1. 
*Lt= t n,

è convergente (serie armonica generalizzata con]' : 3).

2) Le funzioni e,(x) = en(' + 2) sono non negative su tutîo I'asser.

,-l I

3) lim e'('+2): g"

quindi ciascuna delle funzioni costituenti la serie risulta minore di M = e.

4) Resta da vedere se è lerificata la condizione:

v(x)2 vz(x)2...à v,(x)

Essendo e > I è sufficiente vedere quandò è

SERIE Dr FUNZIoNT - EsERcrzI

Essendo

tt__-------:---:-)0

la condizione è verificata per

x1-2 e x2l
cioè, in questo int€rvallo il cîiterio di Abel ci assicura che la serie è unifonnemente
convcrgente.

S settt rt
:=, n'

a) Essendo sen2zr ( I per qualunquex si può scrivere:

sen'nr - I--;r- \7
quindi, per il criterio di \ryeierstrass, la serie risulta uniformcmente conyergentc su
tùtto lhsse reale.

b) Applichiamo il criterio di Abel. Si ha;

rr i4'?-n'
è convergente (serie armonica generalizzata conp = 2).

Le funzioni y,(x) = sentnr sono non negative su tutto I'as$e reale.

Si ha scn'nx .=< M = I su tutto lbsse reale.

Resta da vederc sc è v€rificata la
condizione:

v(x)> v2(x)>..-> v,(x)

Dal diagramma che riporta I'an-
damento delle v"(x) si vede che la
condizione non è mai verilicata in
alcun intervallo.
Ciò però non ci autorizza a con-
cludere che la serie non è unifor-
memente convergente, in Fis. r.6.1memente convergente, m quanto
il criterio è solamcnte suffioiente, Ed infatti, come abbiauro visto in a),lascrie è
uniformemente convefg€nte su tutto I'asse reale.

2)

3)

4)

1.7.- Continuitò de r solnmr di un. seric di funuioni
È noto che un numcro finito di funzioni continue ha pet somma una funzione conti-

nua; ciò-no-n è,sempre vero per un numero infmito di fuozíoni continìre come Ìisulta dagli
esempi 2 e 3. Vediamo ora quando ciò si verifìca.

l3I2

,r-l -. 'r-l x-tlt I \- ^
n(x)21' (n* l)(x l2l x1'2\n nlll-"
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Se le funzioni

ut(x) u2(x) -. u"(x)

sono contilue nell'intervallo (a, ó), e la serie

! ,1")

è uniformemente convergente in tale intervallo, la somma .{r) della serie è coutinua nello
Etesso intcrvallo.

Infatti dalla converyenza uniforme risulta:

lÀ,,(')l <+
Scriveddo la r€lazione che legÀ S, R", s, per il punto x6 e per il gen€rico punto r si ha:

S(r)=À'(x)+r"(x)
,f(xo)=R"(xo)*r,(ro)

da cui, sottra€ndo mcmbro a membro, si ottiene:

.S(x) -,S(xo) = slr) - s"(xo) + À"(r) - À"(xo)

ls(x) - s(xo)l ( l.s,(r) - s'(r,)l + lR"(r)l + lÀ,(xo)l [t.7.27

Siccome la funzione s,(r) è continua, in quanto somma di un num€ro finito di fun-
zioni continue, per delmizione si ha:

ls,(r)-s,(r.)l <i
In base alla [.7.l] e alla[.7.3] la[l.7.2] diventa:

ls(x)-s(xo)l .i*i*i=.
che è la condizione di continuità della funzione S(x).

N.B.: Dal pr€cedente ragionam€nto risulta che una serie non può essere uniformemente
convergente in un intervauo in cui la somma S(r) è discontinua.

1.8.- Int€grzlone per sefe

È noto che la somma di un numero hnito di funzioni inregrabili ha per integrale la
somma degli integnli delle funzioni; ciò non è sempre vero per un numero infinito di fun-
zioni. Vediamo ora quando ciò si verifica.

Per una serie di funzioni continue

i zr(xl

che sia uniformemente convergente in (o, ó) e quindi abbia somma S(r) continua (cfr. $1.7),
I'integale della somma S(r) è uguale, in ogoi intervallo di (c, ò), alla serie degli integrali
delle funzioni; si ha cioè

l4

tl.7.1]

u.7.31
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!"' qXa,=!"' 
rí,uùr)dt = ri,!. ut(t)dt a(x(ó

Esempio.

7. Determiniamo l'intervallo di uriforme convergenza della serie:

ilz rYP-\zl
Applichiamo il crit€rio di Weierstrass scegliendo come serie di confronto la serie geo-
metrica di ragione g ( l:
lr-l I

I 2 l<c<l
lx- t I

I z l<l - lx-ll<2 * -21x- l(2-- -t(r(3
la serie risulta uniformemente convergente nell'intervallo aperto [-3,3]. Essa è la
serie geometrica di ragione (x - I )/ 2 privata del primo tet.ine co I I, quindi la sua
somma è:

s(r)=-ì_, -t:,+-'=#
| - --t-

teliam9 1e è possibile applicare il teorema di integrazione per serie nell'intervallo
chiuso (0.2).

I ) In tale intervallo le infinite funzioni della serie sono tutte continùe;
2) L'intervallo chiuso (0,2) è contenuto interamente nellìntervallo di convergenza

uniforme della serie.

Pertanto, essendo v€rificate le coadizioni per l,integrazione per serie, si ha:

I"' 8,,'-')" *=t ["'1.;1' ,.=["';1.a,=
= [-r - 2rog(3 - /'lli= -z * 2log3 = 2(los3 - l)

1.9.- Dcriv&zione per serb

_ A[che in questo caso ciò che è valido per un nùmero finito di funzioni non è sempre
valido per un numero infinito.

Per una serie di funzioni aventi derivate continue in (a, ó)

X z*{r)

che siacorvergente in (a, A) e quindi abbia somma ,S(x), la dcrivata della somma è uguale
alla serie delle derivate, cioè

n.e.ll
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s(x) :

se la serie d€Ìle derivate

01, "{1*'1

è uniformemente convergente.

E, , Sia data la serie geometrica (privata del primo termine)

t 
"/'

conve.gente per lÌl < l.
Le funzioni che la costituiscono sono continù€ e derivabili nell'intervallo di conver-
genza. Essa ha per somma:

Strl: I 
-t: 

x
| -x l-x

La serie delle derivate è:

î.n{'

Vediamo se è uniformemente convergente. Applichiamo il criterio di Weierstrass sce-
gliendo come serie numerica di confronto la aerie il cui termine eenerale è rtz'-r.
Con lrl ( a ( I risulra lzx"-'l =< 

aa' I.

Inoltre la serie numericaè convergenîe, come risulta dal criterio del rapporto:

-. h+lta" n+tItm 

-=lrm 
-d=a<l

nan
Pertanto la serie delle derivate è uniformemente convergente nell'intervallo aperto
[-l,l]. Si ha:

i. n,"-, = 4",": --!--n=r dx (t - x)'
Verifichiamotale sultato:

i "Y'= t+2x+3Í+4x1 + ..- * n{-t ! ...

Essa risulta il prodotro alta Cauchy (cfr. P.29, Seùe numeùche, g2.7) della serie geo-
metrica per se stessa, cioè:

in"'= 2t.2tn=l n O ,=a

Pertanto la sua somma è:

dsde,
dx - dx tlt

S da .x)utlxt : I -----:-
Edx

tr.e.2l

ló l7
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2 - SERIE DI POTENZE IN CAMPO REALE

2.1.- Tcorcmi di Abcl
Le serie di potenze sono dell€ particolari serie di funzioni e hanno €spressione del tipo:

2 a,! = ao I o,x Í ozx2 ! ..,

dove i coefficienti a, sono costanti reali funzione di z ma non di x.
Le seri€ di potenze godono della proprietà di esserc sempre convergenti almeno in utr

pùnto, cioè in r : 0.

a) Se una serie di potenze è colvergente in un punto .ro * 0 essa è assolutamente conver-
gente in tutti i punti r tali che

lxl ( lxoì

Infatti, siccome in una selie convergente l,l" .- 0 per z - cD, esist€ un numero positivo M
maggiore del valore assoluto di ogni termine della serie, per cui vale la relazione

la^xo" | 1 M
che ci permette di scrivere la serie dei moduli della [2.1.1] Ilel seguentc modo:

-!^ t.xt = -!. r.,*r lll'. i " l+1"= se,ieeeoma;caai.aeione laln=o r-0 l.lo I l-_t lxo I

Nei punti lxl < lnol la ragione è minore di l, la serie geometrica è convergente, la serie
dei moduli X la,:ll è convergente per il criterio dol confronto e la serie [2.1.1] è perciò
assolutamente convergente. Nei puriti lrl > lrol, la ragione è maggiore di l,la serie
geometrica è diveÌgente ma il criterio del confronto non permette di concludere nulla
relativamente alla serie dei moduli.

b) Se una serie di potcnzc è divergente in un pùnio to + 0, essa è divergentc in tutti i punti
r tali che

lrl > lril
Si ragioni per arsurdo: supponiamo che la serie, divergente in to, sia convergente in ud
punto Itr I > l.'o l; se così fosse, la serie per il teorema a) dovrebbe essere convergente irl
tùtti i punti lxl ( lxrl e quindi anche in r=0, contrariamente allìpotesi.

2.2.- lntervdlo di convergenzs

Dai teoremi precedenti si traggono le seguenti conclusioni: se la serie [2.1.1] è conver-
gente in un puDto.ro + 0, essa è convergente nell'intervallo (- l.xol , lxol), ma ron si può af-
fermare nulla circa il suo comportamento alltsterno di detto intervallo;

t2.l.lj
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- lr"l 0 lrol

selaserie[2.1.1]èdivergenteint0 + 0, essaloè anche nci punti lrl ) Itol rnanonsipuò
dire nulla per i punti lrl < l;ol;

div.4cnrc | convcrScnre o divefgenle I div€r8c!Étl
- lftl o |rol

tutti i pùnti si pervieúe dei punti
la serie converge amme e che I'in-
per cui la seri€ diverge l4l e che

lE"l = lE/l : lÀl
Il segmerto avente peÌ €stremi - R ed À coslítuiscel'intervallo o domínio di conve:.

Eenz è convergentè, in quelli esterni è divergente, agli€stre diverggnte. À viene d€tto /4ggio di convergenza.

R = 0 I'intervallo di convergenza si riduce al solo pùnto .r = 0
R : o la serie convcrge in tutti i punti.

2.3.- Dcterminczione dellnt€nello di conyergcnzt
Per determinare I'intervallo di convergenza (- R, R) della [2.1.1] si deve stùdiare la

serie dei moduli !^ lo,rtl 
"on 

uno dei metodi validi per le seúe numeriche a teîminipositivi. r=o

Come esempio studiamo detta serie col metodo del limite della radice; si ha:

ti'lr-* ifio,f I = t' _ lrl tE.
Iper l,rl ( -;7- tale limite è < I e la serie è assolutamente convergente

tJ a^

Iper l,vl ) -,5 la serie dei moduli è divergente e quindi il suo termine generale nonVro tende azero; mase lim lc".r'l *0 anche lim a.{*0 e

o* r,r =#
In conclusion€ l'irtervallo di convergenza ha raggio À = ;+ ma non si pùò dirc

nulla relativamente ai suoi estremi dove la serie deve essere studXtl"con altri criteri.
Si arriva alle stesse conclusioni anche ùtilizzando altri criteri.

IE

quindi la serie [2.1.1] è divergente

il crit€rio risulta inefficac€

SBRIE Dr FUNzroNr - EsERcIzI

Esempi.

9. La serie esponen"i"ft i + ha lR = 6; infatti applicando il criterio del rappolo
n=0 "'

alla sorie dei moduli si ottiene:

u,-t _ l{'tl nl _ lxl .. lxl
,r, 'fu+A ltl - t+l - l9- r*t =u Perosmx

chc ai perm€tte di affcmare che la seric esponenziale è assolutamente convergente
per ogni r.

10. La serie ,i, nlrt ha .R = 0; infatti per il criterio del rapporto si ha:

u,+t (z + l)! lrt*rl-;=ffi =(h + l)l'l - l,iT_<n+l)lxl =co perr*0

quindi la scrie è divergente per r + 0 e conv€rgente per r = 0.

11. La serie geomeUca ,io / haR= l; negli es[emi dell'intervallo cioè per lrl = t
è diverg€nto,

12. La serie i 4 "onot l haR= I e negli estremi, a differenza della sede prece-
*tt=t É

dente, è convergentc; infatti per il criterio del rappolto applicato alla serie dei moduli
si ha:

u,,, - l{"1 f : l__-l-Y,-, - ,- i!l:..I-: r-ru, - (nt lY l/l \r*l/r'r 'ì\ * u, -'^'
per cui la serie converge per lxl ( I e diverge per lxl ) l; per x : I la seri€ diventa

) , --- cioè la serie p che per p ) I sappiamo essere conyergente; per r = - I la

serie è assolutamente convergente perchè la serie Ael moOul e i l, 
*-r__ f

13. La serie i,( o" R= I ma ha un comportamento div€r$o n€i due estremi
*tt- n

dell'intsrvallo: peî x = I diventa la serie armonica che è divergente, mentre per
f : - I diventa la serie armonica alternata chc è convergent€ con somma ,S: log2
(cfr. es. 2l).

2.4.- Convcrgenzr unifoÌDe
Una serie di potenze è uniformemente convergente in ogni segmento (-r,.) intera-

mente contenuto nell'intervallo di convcrgenza cioè per r ( R,
Infatti, fissato un. < R si può sempre trovare un t con r < ; < -R e per,r = t la sgrie è

l9
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nte convergente (cfi. $2.1-a). Possiamo ora applicare il criterio di
assumendo come serie nume ca convergentg a termini positivi o,,
s€rie di potenze in .l = 7 e cioè:

e come scrie da studiare !^a"./; siccome per lrl < r si har=0

la serie t
la.{l 1 o,/

a,./ è uniformcmente cotrvergente per - r S x ( r.

2.5.- ContinuitÀ della somme

La sommadi una serie di potenze è continua in ogni segmento (-r, r) intemmente con-
teduto nell'intervallo di convergenza cioè con r ( R.

Iofatti iÍ tale intervallo sooo verificate le due condizioni richieste per la continuita
della somma di una serie di funzioni e cioè la continuità del termine cn.rl e la uniforoe con-
vergenza della serie.

2.6.- lnlcgrrzione per seric

L'integale della somma di una scrie di pot€nze è uguale alla serio degli integrali ir
qualunque intervallo (d,p) interamente contenùto nelllntervallo di conv€rgenza. Infatti
per-R(a(-r=<B(Àlaseriedipotenzesoddisfaleduecondizionirichiestedaltco-
rema di integrazione per seric di funzioni e cioè la continuita del termine anl e la uniforme
convergenza della serie.

2.7.- Derivrzione per *rie
Sia data la serie di potcnze

ao* a* l arÌ + ... + a"f + ... [2.7.11

ha intervallo di convergcnza (-.R, À). La serie ottenuta derivando termine a termine è:

at I2azx I3arx' + -.. * no,{-t + ... 12.7.21

Sc nellìnterva.llo (-À,À) valgono le condizioni del teorema di derivazione per serie
(cfr. $1.9), indicando con 

^t(n) la somma della [2.7.t] e cou S(x) ta somma della [2.2.21si ha:

in ogni punto interno all'intervallo (-R, R) ossia che la soúma.i(.t) della serie ottenuta de-
.ivando termino a termine la serie di potenze [2,7.1] è ugùale alla derivata della somma ^t(r)
della serie [2.7.1].

20

s(')=+s('):+f i,"rì = i4",ol -- 2 no"r 'ax ax \n=0 t ;=._o ctx D=0
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Quanto detto per la [2.7.1] pùò esserc ripetuto per la [2.7.2] € proseguendo in tal modo
si arriva al seguelte risultato:

la serie [2.?,1] di somma.{x) può essere derivata in ogni punto
interno a (-À, À) un nùmero qualunque p di volte, cìoèìi ha:

*'.o:# Lo^x -i$a.n
Tutte le scde ottenùte deivando succes8ivamentg la [2.7.1] hanno lo stesso intervallo

di convergenza (-R, R).

2.8.- Serie dl Taylor e di Mrc Ltu n
Una funzione /(x) continua in (a,ó) insieme con le sue derivare di tùtti gli ordini p€r-

mette di scrivere formalmente la seguente serie, detta di Taylor:

E'' ;r^'',"'")=f(n)4 (x- xo)f(xo) + 
p;Lfl^) 

+ ... t2.8.ll

e tale serie può essere diver-

;:HTiS!ìl;lHi,::#,:
f(x).

Ponendo x - xo : X la serie di Taylor diventa una se.ie di potenze del tipo f- a",y
- l1't(xn\ ' n-o
Oove a, = ----'l-.

Per xo = 0 la serie di Taylor diventa la serie di Mac Laurin.

2.9.- Formulc di Teylor e di Mac Lsùrin

.. Si.dimostra che una funzione/(x) cortinua insieme con le sue derivate degli (n + I)
ordini in (a, ó) arnmette la setu€lte formula o sviluppo accorciato di Taylor:

n,l = ft,0 + \!rt .) + +fec") * ... * (* --,,ot'y.t""lj + r, p.s.t)

dove x e xo sono punti di (a, ó) e R" è il resto che vale:

a={ff-7'.'}[.ro*d(r-xo)] (0<d< l) [detroresrodir-asrsnsc]

R, = -(':-to)'-l (l - q,f".1r[xo + 0(x -.ro)] (0<a<l) ldcro rc,!o di cauchy]

In entrambi i resti la deriyata è calcolata in un punto compreso tra Ìo e -r in quanto
0 ( d ( I ma per valori di 0 diversi, in generale, nei due casi. 

-

Per xo = 0 si ha la formula di Mac Laurin.
Nel caso che /(r) sia ùn polinomio di gado rl, il rcsto, in entrambe le forme, è nullo

perché è nùlla la derivata di ordine (n * l).

2l
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2,10.- Sviluppo di ùns ftnzionc b sede di Trylor e di Mrc Lrùin
_- S€, nelle ipotesi oÍejf(Ì) ammette le derivate di tuttigli ordini, è possibile un num€ro z grande u pi*";;;;

sando al limite per n 2.9.11, si ha ch?
l) il tcrminejf(r) non vada perché indipendente da ,l
2) i termini entro par€nt€si quadrc divedtano la serie di Taylor [2.8.1] de[a/(_x)
3) il Ìesto, in generale può tendere a qualunque limire.

Perz * ola [2.9.11 diventa:

rk)=t 4f\,a+rim À,
n-0

È chiaro che se e soltanto se lim À, = 0, la funzione.f(x) è la somma della serie di
Taylor da cssa dedotta, cioè è sviluppabile in scrie di Taylor:

/(,)=I #r"r^t
Per ro : 0 si ha lo sviluppo in serie di Mac Laurin.

2.11.- Lsempi di súluppl di funzioni in sede di Msc Lrudn
14. FuNzroNr sen.E B cos x

Le funzioni sono continue insiemc con le derivate di tutti gli ordiÀi in tutto l,asse ,;per xe = 0 il resto nella forma di Lagrange è:

,!+ |e: 
t,.,--+ a f'- '\orl

e tende a zero perz - c.; iDfatti per ogni n e ogni r si ha:

ll.*,t'xtt =,/ ltsen0xl < I
\ lt cos dxl < I

.. /*l
e hm 

-=o

,-- (n + I)!
quale termine generale della serie esponenziale che è convergente (cfr. es. 9); quindi:

rim r*"r :ri_ I ,"*, rr,_,,(dr)l*F_l#l =,n_- t(n +l)! ,

n:#"Ì lo svituppo in serie di Mac Laurin. si può passare

Le deriv

d2n dlo I

E'; senr = (-l)'senx - ;r- senr l,_o:0
)')

Tali sviluppi sono serie a segni alteni nelle quali ltrrore che si commette (cfr. P.29,
Serie numeiche, $4-l) assumendo come somma della serie una somrna parziale è in-
feriore, in valore assoluto, al primo termine scafato, quindi sono comode per calcoli
con valori piccoli di x(in tal caso bastano pochi tetmini perché gli altri sono trascura-
bili) e scornode per valori grandi di x (in tal caso per avere un piccolo errore sono ne-
cessari molti termini).

FutzIoNE EspoNrtzleln e'
È continua insieme con le derivate di tutti gli ordini in tutto I'asse.4 il resto di La-

grange tende a zero per 4 * €: infarti esse ndo fi; e' = e' si na:
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ft "o",:(-t)'cosx - S "or'1,="=f-tf
Le derivate di ordine dispari (22 * l) sono:

ffi ""n,=(-l),cos' - ffi ".o*1"=.=t-rr

ffi "o",=(-l)"*rsen.x - fr-r'1, "=o
Quindi si ha:

=fffi"''
:^E#.'t

rim tR,t =lll_lr*"4'1 0<o<r
Essendo:

per x)0 e"'<e'
eper x<0 ee' 1e-
si ha, per ogni x, e" ( e'l
Il limite del resto è quindi:

F-l#"-1."'tr*l#l:'
Lo sviluppo in serie di Mac Laurin è:

a=ifirat=f{r='*
Siccome i valori negativi della variabile possono essere espressi da -x con x ) 0 e
quelli positivi da -r con r ( 0 nelle ptecedenti si può scambiare r con -x otte-
nendo:

Fi8.2.11.1

xx'\-r"F,, +...--L; -€(-r(ro
,=0 "

23
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e'=r-++ **-.*E*.,,. -@<.r<+€

dove i valod positivi dcllg .r possono essere espressi da x, ottenendo:

e-t = t -,' * 4= - !... = i :1,-,*2l 3t H"t"'

ló. \FuNZroNr IPERBoLTCHE Shx, Chx
Applicando la sornmabilità di due serie convergenti (cfr. p.29, Se rie numeriche, $2.1)
si ha (cfr. es. l5):

sh,:"'l"'=**4*4*...= i,,''i.1,, --<.E<+€2 - l! 5! " H en+D!

an*: e'*e'= r*!*!n , S rt
2 -" 2,r - 4t "": Le"lt €<Ì<+@

FUNZIoNE EspoNENzIALE coMpLEssA I E FoRMULA Dt EuLERo
La funzione e' dove z = r + jl, è definita nel seguente modo

e" : e'*v : e'. eù

PonendojT : r, lo sviluppo di e' in scrie di Mac Laurin è il segùente:

",=."=i-t1 --f tivr
Í"u nl H ,l

Ricordando che:

j'=-r j,=j,.j:-j j'=j,.f=r
j'z^ =1-11' i'zù+t = i.fn =jeDú
e gli sviluppi in serie di Mac Laurin di s€no e coseno si oîtiene:

ey=r+iu_ y' _ jy' *li* jl * _
2l 3t' 4! - 5! -'

-(,-v'-vo \ ,/ y' , y' ì-['- 2 -r 4: -È.../-+Jt/- 
î+ î+...r= cos.] L jsen/

La formula di Eulero è la seguente:

e': d*t : d(cosy * j seny)

SERlE BINoMIALE

È lo sviluppo in serie di Mac Laurin della funzione:

/(x)=(l +x)"
per -l (r( I cioè (l ax))0 eperareale.

18.
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Per d intero positivo e (l * x) reale si ha la îormulÀ del binomio di Newton. La fun-
zione./(x) è continua insieme cor le derivate di tutti gli ordini che sono:

f(x): a(t I x)"-l

f'(x): "(" - l)( +,rf -'?

ft")('): "(o - l) .-. (o - 'r 
* l)(l * xf -'

ft"*'t: a(a - l)... (a - n)(l + x)"-'-'
Verifichiamo chc il resto di Cauchy tende L zeîo peî n - .bi

& = 
{"(!- 0)' 

Í(i*,)(dr) = a-,e:J!ld (I - df (I + ùc),-.-t . {+t -

= "("; '),' . *r .(+* 
r_-j-)',, '

Essendo 0 < d < l, n€lllntervallo -l ( x ( I si ha che (l Ì 0x) ) 0 e (l * 0r)"-'
come funzione poteDza ammette un massimo assoluto che indichiamo con,l4; sic-
come l0.xl < 0 si ha:

o. #. r equindi t,R,t <rltat l(", ')"-'l
/ .\

L'espressione l" - 'l f.' rende a zero per n - € perché è il termine generale della
serie: \ n I

il"-'l-..'
l)=o\ n I

che è convergente, come si può verificare îacilmcnte applicando il cdterio del rap-
porto:

lfi;l)".';171:l
(c * l) (a -- 2\ -..(a - n)(a - n - l\ {'2

(r + l) n!x" *r 1g--!)jj:(g-ll

l,-"-t I

I n+l I

il cui limite per n - - tende a lxl ( l.
È lecito quindi lo sviluppo in serie di Mac Laurin della/(x) che è:

rt+-rt"=i:if.,n'-f 'r'o(c - l) '(o-z*l)-
nln=O "' ,=0

:.!.(;)'= 
'+ (;)" 

* (;)",*. + (")r + lrl (l

La funzione/(r) = (l + x)" quale pot€nza ad esponente reale, è definita.per valori
positivi della base, cioè per x ) - l, insieme con le derivate di tutti gli ordini; quindi
la sua serie di Mac Laurin esiste per x ) - I ma converge a/(x) : (l + r,)" solo p€r
lrl < l; tale intervallo può comprendere gìi estrcmi nei dùe seguenti casi particolari
che non dimostriamo;
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s) p€ra > 0, non inteÌo,la serio converge assolutamente per - I < r < I
b) pcr-l (c(0lascrie converge per - I (.r*< I

Diamo on le espressioni per alcuni valori panicolari di c:

lu:-l I

tta =1, = r -x+l-.1 +...=

= i^ t- 'rr = i- t-"r : rsc.ie seomcr,ica di rasionc - rln=O ,=0

che, ponendo x2 al posto di r, diventa:

-#= t -,r2-rrn-x6*... = t,"t-,f
n=O

I
2.4.6 246 (2n\

che, ponendo -x2 al posto di x divcnta

r _, , I L I.3 . , t.3.5 6 ,

lî=- - t'r T x 'f 2.4-x 
-r 

2.4.ó.r f .., f

FUNZIoNE aÌc senir

I 3'5 ....(2n - l)
2.4'6'....(2n)

19.

Dalla serie binomiale per a = ] e dal teorema di integrazione per serie di potenze si
ha per lxf ( l: '

*.nn* : l"' ffi : 
I"' (, * ! t + 

rrJJ 
r + ffi r + ...) a, =

. Ì 1.3 1.3.5.....(211 -lì ,--,
' ' 2.3 ' 2.4.5" "" ' 2.4.6,...,(2n)(2n t l)'

Si dimostra che tale sviluppo è valido aache per lrl = I per cui si ha:

- ,Í I 1.3 1.3.5arcsenl =t= t+ ,u+ ,^.5 + z.a*r +

che ci permette di calcolare il valore di z con lhpprossirnazione desiderata.

26 2'l
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FUNZToNE arc tgr
Dalla serie binomiale per a = - I e dal tcorema di integazione per scrie dí potcnze si

ha per lxl ( 1:

*ur*=["' ,!o=["'<t- f + rn - tu + t8 + ...)dt =

:-_i *,'-!-* =i l'.',-,r'
^ 3 5 7 '' ÍJ42'tt+l'

Si dimostra che ta.le sviluppo vale anche per l.rl = l.

FuNzIoNE LocARrrMIcA log(l + .x)

Può essere sviluppata in serie di Mac Laurin nell'intervallo - I ( .r ( l'
La funzione è cóntinua insieme con le sue derivate di tutti gli ordini che sono:

| -l ,
ÍGl:Lu* ft*)= ,,, a,7 ft'(xl= -'-:--

7,t1x1: -2!- l")(,)= #(-r)'-' Jan+\@)= (r+rr(-l)'
Il rcsto di Lagrange è:

^. 
= frtr"."tar = #lr#;=-,-',' = ;1(t;f .'

o*,f*,.t.

n, = $tr - q"f^"t(vx) = ! u- oI *fr;;-rt- rl" =

_.,.,f r-d\' (-lf
\t+orl (t +or) t-0

chc tende a zero pern *.ó, nell'intervallo -l <t<0,perché l.rl < I e I + d-< I

Nell'iutcrvallo -1 ( x ( I $ono soddisfatte le condizioni per lo sviluppo di Mac
Laurin che è:

ros(i +x) :E#rrr: 
" - l* + - + - =

= i 4t-rr-'

chc tende a zero per /, - co, ncll'intervallo 0 ( x ( l, perchè

Il r€sto di Cauchy è:

[2. r l. r]

Con la [2. I l.l] si può calcolare il logaritmo dei îumeri positivi .x <2 con I'appîossi-
maziole d€siderata. In paÉicolar€, per x = I si ha:

rtlllog2=t-r+î- 4n S-...
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espressa dalla serie:

senr_r_t'-xn _to, . fr ?
l-:'- 3! t t - j't+"=L en+llt(-t\"
che è convergente per ogni r, come si può constatarg mediante I'applicazione del cri_
terio del rappoÉo:

u,+ t _ x2^+1(2n + l)lSottraendo la [2.1].2] dalla [2.] l.l], si ottiene nelllntervallo comune _t < -r < I laseguente serie:

rog(r *.r)-rog(r -4 =1orJ J. 
= rF- i-*_ ) p.r.3l

Ponendo ora jl* = t + L= !!-L,*oaeypositivi qualunque, e ricavando

.x si ottiene , = ;+, positiyo e minore di l; in altre parole ogni numero positivo

può essere espresso nella forma I + Z a cui corrisponde un x con 0 ( .r ( l; quin-
di sono lecite le seguenti uguaSlianze:

r.e(r + f) = bs(o * y)- roeo = rogffi : r(,* ;* +. ):
=2(--t-*. y' .* /' - ì\y * 2a, 3e ]-2a)t' s9\|2àf i ..)

che permettono il calcoto del logarìtmo di un Dumero qualunque.

2.12.- Applicazioni dellc seric
Come

sempr€ è es la 
-quale 

Però non
niti può ess egli integali defi-
funzione in uppi in serie della

_ -_.9o-" "l"Tpi "lcoliamo 
i seguenti integrali definiti che non ammettono primitiva ele_mentare per la funzione integranda.

zz. J,' ;,'a,=7.r,.026cdcs rsr =I"'[, - +- +-** J*=
=(b- a\- bt-. lt *bt-a' -b'-o'.t!.3 2!.s 3!, -

zs. J" ffa.
Tenendo presente lo sviluppo di sen; (cfr. es. 14) la funzione integranda può esserc

(r) Meyer e Búggs non h-oo u.oto t"ì*I 
"trc "ltu 

lo.oìpàìr"rri*"""*ì,rr"

SERrE Dr FUNzroNr _ Es[Rcrzr

rai.
serie,(r), il logaritmo d_i urr bumero qualunque, si

9ì10-"-^L :: , : ra.[2 r r-r] u'rf n'"liiot"*"lo
percne per tale valore il logaritmo non è dcfi_

2r1
los(l-r)=-.-j--x'-x

2 3 4... [2.t t.2]

u, (2n + 3)1. x" (2n+3r(2n+2)
e ammette perciò llntegrazion€ p€r serie:

l"'Y*=1"' ['-+.+- í. -]*:
=rh-at- b!-oi *bs-o53!.3 5!.5

bt-a'
1t,7

J,, J | - k'sen'p dp integrale ellittico per k < I

Nell'integrale ellittico lafunzione inlegranda può essere sviluppata in serie binorniale.

per ogni 9 considerandokl sen2 9 : *" o: i,

'[l -F'"n,e : Jt - x : t - l, - 1; - ]fz,' - .. =
| _ ko seno ,p _ Jk6 seno <p _- I - 7k'sen'c- ,.0 2.4,6

Tale serie è uniformemelte convergente, per ogni 9, per il criterio di Weierstrass
perché la scrie di confronto a lemini posirivi:

r + +k' + fi * j]6r" + ... + #mk" +...

è convergente, come si può constatare applicando il criterio del rapporto:
u",t _ l-3.5.....(2n-3)(2n+2-3\ on,z 2.4.6.....(2n-2) _u" 2.4.6.....(2n - 2l2h " 1.3.5.....(2h- rk. -

2n-3I2-- O' - 1it J!:L=4r41
2n n-- 14

Si può quindi applicare il teorcma di integrazione per serie:

J_" Jt - -4ì; de= e2- e, - |É[,* n,, cac - ] kn [,',' ""no*ae 
+

t'3 ,u1*'
2. A.6 k" Je, sen",pd,p -...

dove gli integrali /sen2n 9 d9 sono calcolabili per via elementare e nel caso di 9r = 0 e

29

28
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ez = nl2 diventanol

[0"'' "tn'"nd*= +\];#

2.13.- Esercizi proposti

Deter ioinare llntervallo di convergenza delle s€guenti serie:

,r. i4 ,r. f ,,(-t-:-r. i'--' *L/, n' *q_, \l +.x/

S t-rf('-tt' ,0. i , "-, ,

'o' *L, t1l" - t, "' !^n'-n+l
èr

't1 l-'" 2, n(t + x'Y

Studiare la convergcnza uniforme dclle serie:

'' i t,.G=r)jE(, -,", '+-| t' È H
rr. .* + 

, fr' . ,+=f+... + 7{y + ... 33. 
^E 
ff

34. Dimostrare che la sede

È (-rf-'
2-,+ r
converge uniformemente, ma non assolutamente, Per ogni r.
Dimostrare che la seri€

f, sen nt
Pt nt

ha per somma ,S(.r) unafunzione continua itrsieme con le sue derivate per ogui x.

Dimostrare che

I" Ea+t o' =[" (set" *{f, *if * )"= o

SERrB Dr FUNztoNI - EsERcrzI

log(l * rf '*t lt. toglx + r/fT71

Sviluppare cosxsecondo le potenze di x - { .

43. Sviluppare e'secondo le potenze di (x - 2).

44. Sviluppare f(*): xt - 2x2 + 5x - ? secondo le potenze di (x - l).

Soluzioni degll es€lclzi p.opoli
:- -J|zs. ) j-

Applicando il criterio del rapporto ai moduli si ha:

1a",,I t{-'t ,' I n \' .. 1"".,L .l* l=a;l'lvf=t"t \,+rl - j,lr-l* l='''
Quindi per lxl < I la serie è assolutamente convergente. Vediamo qual è il comporta-
mento della serie agli €stremi di questo intervallo: per r = I la serie data diventa la
seriep conp = 3 (quindi convergente) e per.r = - I la serie data ha per scrie dci mo-
duli la seriep conp = 3 (quindi è assolutamente convergente). Si conclude che lln-
tervallo di convergenza è:

-l (x( I

S t-tft'- tf
2-Te"- tl
Applicando il criterio del rapporto ai moduli si ha:

1r,", I lr-ll'-' 2"(3n- t) _lr-tl 3z-l
l-l -Fr(3n+3- D lr-lf - 2 3^+2
.. 1u,., I l"-tl
lT-l - l: ,
La serie converge per

#.r - -r.#.r - -r(x(3
Per .x = 3 la serie diventa:

È (-rf
k3,- |

serie alternata convergcnte in quanto soddisfa alle condizioni del teorcma di l,€ibnitz
(cfr - P .29, Sefie numeríche, $4.1):

ut>ux>... e tim =f -=0n-6 3n- |

40.

42.

37. Dimoslrare che

è sen nr
.SlÌ) = ) ---

"= 
Sh n?r

è derivabile un numero qualunque divolte per ogni r.
Sviluppare in serie di potenze le funzioni:

3t. SettThx = Th-t.x , 39. coszx

30 3l
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Perx = - I laseriediventa:

fr
fri3n-l
che è divergenle, com€ si può constatare con il criterio del colfronto:l-rt
i=7 . 

- 
-- -. ltenbine s€ncrat€ delra s.rie àrnonica (ditersenk)]

Quindi l'intervallo di convergcnza risulta _ I < Ì < 3

ir
É1 n\t + x'f
Applicando il criterio del rapporto 6i ha:

(,ffi=?ldF;,
- uz+t Illm 

-=-
n-a un l*x'
ta serie converge per I * x? ) I e quindi per ogni .r * 0. pcr Ì = 0 la serie si îra_sforma nella serie armonica che è div;rgentc.

29.

e'(nz-n+l\
;+;+l-

u"n _ n(l+ x,).

,r. i,,1t-"Y
*-t_, \l*x/
Applicardo il criterio del rapporro ai moduli si ha:

I;:l = (, +,), lj;+l + l++1" = (-,.1' l+#l
n. lz"-,1=lr--l
"--l u" I lt+xl
La serie converge per

It-'l
lt+rl<l - r)0

i=""'
frtun,-n*l
Applichiamo il criterio del rapporro:
un,t - e*" n2-n*l

-=1.
u" ln + l)'- (z + l) + r --ì;- =

- U"+l

32
33
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Quindi per x ( 0 la scric converge.
Per .r : 0laserie diventa:

irpjn2-n+t
e converge, come si vede applicando il criterio di Raabe (cfr. P.29, Se e numeriche,

$3.7):

l% ['(* -')] = fr- 7+1 = 2> t

L'intervallo di coovergenza è quindi x ( 0.

30, Siccome al denominatore del termine generale si ha il prodotto di due fatioii la cui
differenza dà il numeratorc, la serie può essere scritta nel seguente modo:

i[ r - ' l-
fil,t+t"-r), I t-nxl-

-1,____' ì,1 t I \,/ I I ì=\t- l+,r+t,+, - t+2-)+ |l'+z' - l + 3'i*
la cui somma parziale ennesima è

,,=r-;;! - lim s'=s=lperr+oI -1- r.r

D'altra parte per x : 0i termini della serie si annullano e quindi.i: 0. .ln qualunque
intervallo comprendente il punto r:0la serie non può essere uniformemente con-
vergente perché in essa la somma,S non è continua (dr. $1.7). In ogni altro intervallo
la serie è uniformem€nte convergcute perché, fissato un € > 0 arbitrario, si può sem-
pre trovare un ,ry tale che per tutti gli n ) rV si abbia |R"| < €; infstti si ha:

tR,t = t^t(r) - st')t =lr- x)r :l;1.. - lr*nrl )a
I _,

I *nr)] - ,)' cone(lperr)0

perx(0 t*nx1-! -
Siccome in qualunque intervallo che escluda r -- 0, fissato r, le due espressioni di n
sono limitate superiormen!e, basta assumere per ly'il primo intero maggiorc di tale li-
mite superiore (corrispondente alltstremo inferiore dell'intervallo di x prescelto).

3r.''+T*'+ jt*5' *... + n{y +...

Perx=0lasommaèS=0.
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Poiché si tratta di una serie geometrica con primo rermine -r2 e ragione tJ; < I
la sua somma parziale €nnesima è:

Iim r"(.r) =,S(.r) = ---j_.-: r +l
It-.- I +r'

Las ain x= 0 (S(O) = 0, S(r) ) I per r * 0) quindi ta serienon Dte convergente in un intervallo comprendette il puntox= o è uniformemente convergente, infatti:

Irl"
rR(.r)r = rflx) - srx)r = r-rrr+: (---L;" '<.

t - ri;r
, togl

(l +Ì':)'-r)l - "e log(l +"T+ | con(< I

perx*0

[2.12-tl

32.

Basta assumere per iy'il primo intero maggiore del valore dato d alla[2.12.1].

i tn"2\tl
Applichiamo il criterio di Weierstrass assumendo come serie di confronto la serie
g€omettica con ragione 4 < l, per

l*l
lTf <c< | - I,rl (l
la serie risulta uniformemente convergente.

È sentzx
l- - -_--

Poiché sen'?zr ( I per ogni x, si ha:

senznx, I

2',-l \2'-t
Applichiamo alla serie il cui termine generale è il secondo membro della disugua_
glianza il criterio del rapporto:

ttn+t ,. 2'- | -. n!-' IlT. * -hm-:;'r=T t:!-@;itr=î
34
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La serie di confronto è quindi convergente c, per il criterio di ! eierstrass, la serie
data è uniformemeDte convergente.

34. Applicando il criterio di Leibdtz sullc serie alternate si vede che la serie data è con-
vergente per ogni -r, infatti si ha:

ut> ut>... e liqr la"l : 1;- -f = In_- n+ t
Il resto della serie è dato da:

^ (-rf , (-lf.'n"= 
"ffi7+Gi-;;r+...

chc è ura seric altematacon primo termin. 

" 
fiS;r avente somma (cfr. P.29,

Serie nume che, $4,1'1-

ts(')t< | ("+++?l
Qùindi, fissato un € > 0 arbitrario, si ha:

tnt <--;l :---r*-.-l-=.o - ,>a-,n-f t-'- x n'f I É

Basta quindi assumcre per rV il primo intero maggiore del valore dato dalla [2.12,2]
per poter affermare che la serie è uniformcmente convergente.
Corsideriamo adesso la serie dei moduli:

Sr
fr', nt x'

Per qualunque.r, indicando con no il primo intero tale che x2 < no, si ha:

l-l--'---T z ---n-f x n-f no

Ma il secondo membro è il termine generale della serie

Sr)-
fl n* no

che è la serie armonica privata dei primí z6 termini; allora, per il criterio del con-
fronto, si deduce che la serie [2.12.3] è divergente € quindi la serie data non è assoluta-
mente convergente.

35. Dalla relazione

I senzr I I
l.J I < --r [: rermìnc s.nerale seriepconvcrgcntc p€rp > l]tntn
per il criterio di Wcielstlass si può affermarc che la serie è ùniformsmellts conv€r-
gente e quindi he somma continua.

Í2.t2.21

[2.t2.3]
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Analogamente, la serie delle derivate

$ "or 
nt

kn2
è anch'cssa uniformemente convergente, e quindi con sornma colltillua, in qualto
I cos r"t I I
tntn
Ess€ndo verificate le condizioni del teorema di derivaziong per serie (cfr. $1.9), si ha
che:

slr) = i le!+r
F-t n

36. Essendo lcos 2nxl ( l, si può scrivere:

I cos2zx I I tt
l(2n- t)(2n + l) | - (2n - t)(2n + t\ 4n'- t - n'
Poiché per il criterio di rffeierstrass la seric è uniformemente convergcnte, in base al
teorema di integrazione per serie, I'integrale della serie è dato dalla serie degli inte-
grali, si ha quindi;

cos2nx -l = Zlr.,,+*-[*" z,'];) = o(2n-t)(2n+t)

37. Per poter applicare il teorema di derivazione per serie dobbiamo dimostrare che la se-
rie è convergente e quella delle derivate è uniformemente conyergente.
La prirna condizione è soddisfatta perché la serie è uniformemente convergente,
corle $i constata con il criterio di Weie$trass; infatti si ha:

I seon* I It-t <-
IShazl-Shzrr
e la serie a termini positivi 

-i E# è convergente, come mostra il cÌiterio del
rapporto: t= I

2)ur+t e -e eo"-l
Ur e e -e e e e -e

Applicando la regola dide I'Hopital si ha:

.. uà+t .. 2n e1o" I - -/lm 
-: 

llm ----;;-: ---; < I
n-ú Un n-@ee ZT e

Esaminiamo la serie delle derivate prime:

S , "o.nt
*L--, sn"o

essa è uniformemente convergente (criterio di Weierstrass) perché

36
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lncosnxl , n
I sh;l \ sh""
e la serie a termini positivi

!;tt sh nzr

è convergente, come mostra il c t€rio del rapporto:

*.'-/il1ì[-l:]i" I
u. \ n ller" et - eaa er )

Siccome il termine tra parentesi tonde ha limite I per z -ó e il termine tra Dar€ntesi
quadre è quello precedentemente visto, si ha:

tirn so*' 
= r.l< r

h-ú Un e

Essendo quindi soddisfatte ambedue le condizioni, possiamo derivarc t€rmine a ter-
mlne e scnvere:

k serie dellc derivate s@onda, teza, quatta sono:

É -ntt"nrr, É -rrtcornr S ,ro serr rrt
H, Shnr *L=, Shnrr fr1 Snnn

In generale le serie delle derivate di ordine r hanno le esprcssioni:

S f n'"os n"L ---- ^-- oer r drsDan

=-t 
sn,ltr

ed esse sono tutte uniformemente convetgenti, per il criterio di \ eierstrass, perché
per i loro termini generali si ha:

f +n'senrr* | - n' ltn'cosnxl n,
I sh"" ls sh; t I sh,' l< sh""
essendo convergente la serie a termini positivi:

pi snn"

come si vede applicando il criterio del rapporto:

dS(x) $ d scnzr fi zcosz-r
dx !-1 dx sh n,r fr1 sn n,

E {1"

;:=(+!)'l__!::L1 - ,iy-X:=, +=+
Concludendo si può quindí scrivere:

#oo=EÉ*'*)
37
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38. Per definizione (cft. P.4, Limiti - E ercr2i, $l.l l) la funzione ínversa della tangente
iperbolica è:

settrhx: j"r j{f per - I (.r ( I

Applicando la [2.11.3] si ha:
_iJsetrrh.r=r+t+t+...

39. Potendosiscrivere:

. I cos 2.x
cos'r : t + 

2

per quanto visto nel $2.1l, es. 14, si ha:

, I I (2x\2 (2x\a (2x\6cos'x:t-î ;4t+fr-tr*-.
valida per ogni x.

10. loglt * xf' -')

In base allo sviluppo vi$to al $2.1l, es. 21, si ha:

rog(r *r)(r*a=(r +x)rog(r +x) =(r + rF- +.+-+. l=
=(,_**+_+-' ).(,,_ +.+_+- )=

=, + + - * * r,L - *+ =,+iffi<-rr
validaper- I ( r ( l.

n. togl' + y'l T71
Ricordando che (cfr. P-6 Integrcli - Esercizi,92.2, T AB.l):

rog('+ r/rJ?) =f'--g:=['o+ ÌlI a,' Jo t/t'+I ro \

dalla serie binomiale (dr. $2,11, es. 18, per a: -ll2) e peî il teorema di integra-
zione delle serie di potenze si ha:

roe(' + r/lJ?) = I' (t - + r * rrJa,' - ffi ," * ..) o, :
x' l.3x' I .3.5x?

^ ?.3 ' 2.4.s 2.4.6.j ' "'

valida per lrl =< 
I [cfr. $2.1l, es. 18, b), tenendo presente che si è sostituito x2 ad x],

38

42. Si tratts di Eviluppare cos x in scrie di Taylor con

Il resto di Lagrange è:

& = 
(i#$i '/,.,)[xo * d(x - xo)]

si ossewi che è ri- (1-,frL'' 
= o,,-é (n + l)!

ro. lnoltre è:

SERIE Dr zuNzroNI - EsERcrzr

sempre in quanto r - ro è un intorno hnito di

lasen[x, l0(r - n6)]l ( I
lacos[x6 * d(x - ro)]l (l

7fto=7

per o8 Jú

e, tenendo conto delle espressioni delle derivate di cos.. viste al $2.11, es. 14, e che

7Í rr t/,sen?=cosZ=l-

si può applicare lo sviluppo in serie di Taylor che è:

"or, = i 
(x - ro)' 

1"r1ro1 :
---" nt '

43. Si tratta di sviluppare e'in serie di Taylor con x0: 2. Il resto di Lagtange tend€ a
zero per n - É perché, per ogni r,

l1'*1tÍxo + 0(x - ro)l = exo+t(r-ro) < er0+h-Ìl
per cuí

rim r&l <ri1- tìt?;i''"*- " br=0'er"'rr-I" -0
Quindi si può applicarc laformula diTaylor ricordando che tutte lc de.ivate di I vat-
SOnO e :

a = i 5U- rn,('o) =,' + (x - 2'1 ez + !--t é * @ 
r')' "' * ...

il4. Essendo la funzionc da sviluppare un polinomio di terzo grado, il resto della serie è
nullo perché [e derivate di ordine superioÌe al îerzo sono nulle. Si ha:

f(t) = -s
f(x)=3r'-4x+5 - 1"0)=4

[]d ". 
r)[no + d (n - ro)ll

si ha allora:

lim lÀ"1 = 0

,/t
2 -F-A*-tfl

39
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j"6)=ax-q - f'(l:2
f"(x) = s
quindi:

/(d = À1f$.r'1,): -3

che, natùralmente, è ancora un polinornio del terzo ordine'

. (x-l)'^, tr-llo+(r- r)'4 + 
-a-zr 

---

ilo 4t
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3 - FUNZIONI COMPLESSE

3.1,- Fqrzlorl element&rl dl yarirbile complcssr

Assumendo z : r + jy come variabile indipendente in una regione lR e w come varia-
bile dipendente, vengono dette funzioni elemeritari in campo complesso le segucnti:

l) I polinomi

w= P(z): aol ! orf-t ! -.. I a^-tl a,

dove 40, 4r, ..., 4, sono costanti complesse.

2) t,e funzioni razionali

*= 4')
0.')

dove {z) e Q(z) sono poìinomi.

3) Ltsponenziale

é = e"0 = lè: e'(cosy * jseny)

che rapprcsenta un nurnero complesso in forma trigonometrica avente modulo e' e at-
gomento /.
Applicando la proprietà del prodotto di due numeri complessi (prodotto dei moduli e
somma d€gli argomenti) si ha:

e"- e', = e'' e'"Ícos(tr * yr) * j sen (yr * yfl =
= e'' + '' [cos(rr * yr) * j sen(yr * y)] =
= e\ + n. ejllt + Ll= elr' Ijl') t th+ jrò 

- ez +a

In base all'ultima espresione risulta lecita la sommabilità degli esponenti per cui

(e\":é'e'' =e*
La funzione esponenziale è periodica con periodo 2rrj; infatti:

ez+zkÌj - e' e2kij - e"(cos2kÌ + jscn2kt\: é
4) Le funzioni tdgonometriche

Derivano formalmente dalle segueùti espressioni ottenute dalle formule di Eulero:

et: cosy *jseny e-Y = cos/ - jsen/

d-e-ù
Sen/ = ------;-

zJ

iy 1- e-v ik-v _ Òcos/= 2 tEy='F +;,r'
Sostitùendo la variabile reale y con quella complessa z si ottengono per definizione le
ftrnzioni trigonometriche di variabile complessa:

è'- e" d' I e-j senz
senz = --l- cosz = ----r- tEz = G;
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I
" t{z

Per le funzioni trigonometriche di variabile complessa valgono formalmente tutte le re-
lazioni relative alle funzioni trigonometriche di variabile reale,

Funzioni iperbolichc
Si definiscono sostituendo la variabile reale x con quella complessa z nelle espressioni
valide in campo reale; quindi si ha:

;-"' é+e' -. e'-i'shz::n: ù,: _t -rhz:7i7
Anche in questo caso rimangono formalmente valide le relazioni relative alle funzioni
iperboliche reali.
L€ funzioni trigonometriche e quelle iperboliche sono legate dalle segùenti relazioni:

dI _ et[4 e_ _ e, _k, _ e,)senozr= I = O =--z-=t"""
. e'-f e'-'cos(iz)=-==j:=anr

tprizt=l!!!4=iThz
cos(Jz)

Logaritmo
È la funzione inversadell'esponenziale e quindi, se z = e", si ha:

w = lo9z

Per trovarne ltspressione ricorriamo alla forma esponenziale di z ('): z-- lzle!te'|k")
dove lzl = ,t?lV , e= ur"rEL

w = tog|zl è|".*"tl = lollzl + i(a + 2kn)

Un numero complesso ha quindi iufioiti logaritmi aventi per parte reale il logaritmo dcl
modulo e per paÉe inmaginaria uno qualunque dei valori che si ottengodo per k intero.
P€r fr = 0 si ottiene il valore principale (ramo principale della curva) che vale:

logz = log lzl * j9
perz= I siha: logl = lo|eak" = 2jkÍ

rogi = 1or"j(it*") =;(; * *")

I
cosec z = 

-
senz

I
aecz = 

-
cosz

5)

ó)

p€rz:j$iha:

Sfiuttando una proprieta dei logaritmi si defrnisce la funzione zo, con c complesso, nel
seguente modo: 

/ = d"t"E'

Se, in paÌticolare, z = j ea = j, si ha:

1 = ;'-' - "t(i 
*',-) 

- "-(7 
+ "")

(l

42

Cîr. P.10, Numerl conpàsrt, $2-6: logaritmo di un nuúero complesso.

43
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Funzioni trigonometriche inverse
Analogamente À quanto awiene in campo reale, se z : sen w si ha;

w = atc sen z

Per ricavare w dalla relazioae z : sen w si procede nel s€guente modo:

z=senl?: + - 2jz=è" - ei" - 2jzd" =a,t" -
Ponendo d" = t si ha I'equazione di secordo grado in l:

che ha le soluzioni:

Ricordando che:

passando ai logaritmi si ha:

re: arcsenz - lu,cti, x \/1=71J --
In modo analogo si ottiene

toek + j,/t-)
arc cos z = ______ j

I l*iz
arc tB z = -;i log i-:tzl t-Jz

Funzioni iperbolichc inverse
sez= shwsiha: 

w:settshz
Per cavar€ w dalla relazione z = Sh w si procede nel seguente modo:

-- e" - e"z:Shrp= 

- 

- 2z=e"-e-. - &" -2ze* -l=O
Ponendo e" = r si ottiene lbquazione dí secondo grado in t

t2-zzt-l=O
che ha le soluzioni:

1=e":2a 1Q t, 1

e passando ai logaritmi si ottiene:

w : Settshz = toglz + r/7 + 11

Analogamente si ottiene:

tos1"+,/t-11
I llz
Tt"E l - "

l-zjzt-t=o

t-- jzX ',,[:]lj

1- = 1=i21../ 1-j

8)

Sett Ch z :

SettTh2 =
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3.2.- Funzioni monodrofnc € polidrom€

La funzione w : /(z) può essere definita in îutto il piano complesso, o in un'area o in
una linea; nel caso dell'area si parla di regione R avente contorno C e la regione si dice
aperta quando non comprende il suo contorno mentre sj dice chiusa quando lo com-
prende. La funzione./(z) è univoca o monodroma se ad ogni z corrisponde un solo valore
di w, è plurivoca o polidroma se ad ogni valore di z corrispondono due o pìt) valori di w.

I polinomi e la funzione esponenziale (e quindi le funzioni trigonometíche e le iperbo-
liche, che sono combinazioni lineari di esponenziali) sono monodrom€ mentre la futzione
logaritmica (e qùindi le fùnzioni inverse delle trigonometriche e delle iperboliche) è poli-
droma a infiniti valori.
Esempi.

45. La funzione w : z3 è definita in tutto il piano complesso.

Siccome z =, + jl, : lrl è1" 
* rt"t 

doue k : 0, t I, t 2, ..., si hat

w: lz13 ftle * 6*")

a cui corrisponde, per
ogni È, uno stesso vettore
w che ha modulo lzl3 e

argomcnto 3d; la fun-
zione z3 è monodroma.

I

46. Lafunzione w: z3 è definitain tùtto il piano complesso; si ha:

.: ,i : l"ll "t 
t

Per k=0, l, 2 si hanno i
seguenti corrispondenti valori
di r.u:

e i vertori di fig. 3.2.2.
Siccome per tutti gli altri valori di /., che sono /r : - l, -2, t3, t 4, ..., w assume
sempre uno dei tre valori tao, Ìrr, n2, si può aflermare che la funzione zrl3 è polidroma
a tre valori; non ci occuperemo di tale tipo di funzione; ci limitiamo solo ad affermare
che se si fissa un parlicolare valore di k si ottiene ùna funzione monodroma che, nel
nostro es€mpio, può essere una qualunque delle tre.

3,3.. Funzione monodroma nella formr w = ll + jv
Se nella funzione E, = /(z) si sostitùisce la z con -x + jJ., si ottiene lbsptessione:

u,' = f(z) = f(:t + jy) : u(x, y) I jv(x,y)

44

Fis.3.2.r

*, = ," ! ;(i. ?"1

r,(i-i4wr= lz e
Fig- 3-2-2

SERIE DI FUNzIoNT _ ESERcIzI

in quanto. le operazioni di somma, prodotto, potenza, ecc. sui numeri complessi hanno
come ri$uÌtato un numero complesso. Come esimpio troviamo la I e la v per le funzioniw=zt e w:senz

- : 
"t 

: (7 ! jy)3 : *t - jy, * 31x2y - 1xy2 - 1a3 - 3xyr) ! j(3x2y - y!\
,: tt -3xy, v=3x2v- v!

= in"-" - n".r:
I

= ji [e '{cos x - j sen x) - e/ lcos x - jsenx)] =zJ

I

=-, [{"' - c/)cosx -j(e'* C}senxl =

_ er+d .er-d
- 2 sen'rú-J 2-cosn

{*e-Yr = 2- senr = Chl., sen.r

d - e'
v : ---- cos.r = Sh.), cos x

3.4.- Limite e contínuiaà di una funzione monodromr
La definizione di limite di una funzione monodroma ed i rclativi teoremi sono del tùtto

analoghi a quelli validi per il campo reale. Sottoli-
neiamo che la funzionejf(z) ha limiîe finito nel pun-
to zo : xo * jyo se all'interno deì cerchi con cen-

z)- 4
e, qua-
più z si

Siccome poi z - zo si9njfi.a x - xo e y - yD
si ha:

tim f(z) = tím [u(x,y) + jv(-x,y)]

l- lo

2l

di continuità è analoga a quella del campo reale: la funzione/(z)è ita in zo e se il suo limirc pèr z - zsèJ1zoy;ciò che qui interessàóc , le funzioni u(n, y) e v(x, y) sono continue in po(xo,lì) e cioè si ha:

lim u(x,y) = t4xo,yo) e lim v(x,.y) = v(xo,y6)

l-lo
Viceversa: se le funzioni L e

funzione complessa

è continùa in zo : .xo + jÌ/0.

v, scelte arbitrariameúte, sono continue in p(xo,.y.,o), la

f(z)=uIjv

Fig.3.4.l

45
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3.5,- Deúvatr di unr ftDzione monodromr

La funzione /(z) sia definita nella regione R. La deivata f(zq) nel Punto zo iDterno

a -R è definita come il seguente limite:

flzo) = lim ÍQo + *) - IQo)
Az-0 ltz

Nel caso più generale questo liEite assume valori differenti a seconda della direzione
di Az = Al + jAf; vcdiamo due casi particolari:

a) Az parallelo allbsse r (vedi fig. 3.5.1).

,. f(zo * Ax) - JQo'lt lz.l: llm 

--

A*-0 Ajr

/(zo) = xPo t*-+- * : e'4l#Pl =

t Ia" òv\ òv .òu
= T\a/ *r-a'l= òY-r u

dove Ie derivate sono caloolate in (xolo).

Afnnché le du€ derivate coincidano, cioè si abbia:

òu .òv 0v .òu
ò*+lòr=òy-Jòy

devono cssere uguali le loro paÉi reali c le loro parti immaginarie:

òu Òv òu 0v

or= òt U=-E
al caso di un ondo la quale
one, pervene se per la fun_
te equazioni

òu -AY 
0u --òvòr òy òY 0x

46

l afrn 4 Ax. vo) - u(-ro. yo) , . p(xo * Ax,yo) - v(xo,yo)l
= lT:. L-------A;___- - r ------a,. I -

òu 0v
-òx '0r

dove le derivate sono calcolate in (xo,-vo)

Fir.3.5.l

b) Az parallelo all'asse ), (vcdi fi8. 3.5.2).

FiB. 3.5.2
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il valore della d€rivata è i[dipendente d&lla direzione, cioè è unico; esso è dato da una qual-
sivoglia delle espressioni già trovate in a) c b):

r<"t=Y+i? na=P-iYox ox oy o)
Due funzioni 1l e v soddisfac€nti le equazioni di Cauchy-Riernann sono dette

coniugate.

3.6.- Funuioni rnrlitich€
Una funzione/(z) monodroma in una regiorie R del piano complesso è detta analitica

o regolare o olomorfa in R se la sua derivata/(z) è continua e indipendente dalla dirczione
secondo la quale Az -t 0.

Condizione necessaria e sufhciente perché una funziorc f(2, = u(x,y) + jqx,y) sía'

analitica in R è che a(r,t) e v(x,y) abbiano derivate parziali continue e soddisfacenti le
equazioni di Cauchy-Riemann:

òu 0v èu òv
0x òy òy 0r

Nei seguenti esempi stabiliremo la anÀliticità o non di alcune funzioni: si deve
calcolare la t4x,y) ela v(.x, y) e verificare se esse soddisfano o meno le equazioni di
Cauchy-RiemanrL

47. w= /
Abbiamo già visto al g2.3 che a = r' - 3xy2 ev = 3iy - y3.
Essendo:

òu0vòu-òv
-= 

3x- - jlr = =- =- = -oxy = -=-dx-OYOY-Ou
la funzione è analitica in tutto il piano z.

48. w = senz

Sempre al $2.3 abbiamo visto che,r = Chy sen x e v = Shy cos r.
Essendo:

9a= ct u"orr= 9r !L= st ur"nr= -POxOydy'dx
la funzione è aDalitica ir iuuo il piano z.

ag. w= -f-z-rJ
La funzione è defurita in tutto il piano z escluso il puoto z: -j. Si ha:

-: ,+ jv 
= 

(xtir)Íx- jv)-il :G:+t+v\- jx
"-"ilty+rl- l+y'+t+2y - l+y'+t+2y

*'+r'+v -x"- x'+ y'+ l +2y " l+y'+l+2y

t3.6.ll

47
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50.

Poiché:

òu_ 2xy*2t òv òu -l+2v+vr+l óvdx (f *y'It +2y)z òy at- 1la74r*17---,
la funzione è analitica in tutti i punti di definizione.

La funzione è defmita in tutto il piatro z. Si ha:

el = f -r'1+zjúv: eÌ -r'.(cos2xy * jsen2xy)

u: / -l cos2xy y= eÌ - i sen2xy
òu
# = è' Ì .zr"o2xy - et t' .2r""nuy = *-dy

òur.'.^0v
ay 

: -é''2ycos2xy - er' r.2xseÍzxy: -#
La funzione è quindi analitica in tutto il piano z

w = zlzl
Lafunzione è definita in tutto il piano z. Si ha:

.=,,/jlV + jyJTTV
òu r;":""'i I a" ..2;:=Vx'+v' + --+- +:: = \/ x, i v, + --=1ox ' ,,1 ,, I y, òy ,,flT7
òu xy Av

-=_----*òy ,/"r+y, 0x

La funzione è quindi non-analitica in tùtto il piano z.

51.

--2:!x'+y'

3,7.- Derivrt. di unr frmzione snalitics
Abbiamo visto che la derivata di una funzione zíslitica Í(z) : u Ì jv non dipende

dalla direziore di dz; scegliendo le due dirczioni particotarl dz'=' úx e dz J jdy si otiíene

#= #:*r* r, #= #r*,"r:f,<'-i,t
Con i seguenti esempi facciamo vedere che si può to deri_

vando rispetto a z con le già note regole di derivazione d do, nel_
respresslone cosi ottenuta, z con x * jy. utilizzando risu

52. w= z1

dw d ..- 0a òu
E=Elu+Jv) = a" + j a, = 3x'-3v'r6jxy

48

5,1.
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dw d Av .òu
ff=fit,-:"t=;'-i ù = 3x'Ì-3y'z+6ixy

# : rS = 3@'t iv), = 3d + 2jxv - f) : 3x2 - 3v'z + 6pcv

w: senz: Chysenx ì j Shycosr

# : *, * 
"r= 

ch/cosr - j sh.),senx

! = f, <' -,1= chYcosr - j ShYsenx

dw d d'I e1' I

fi = ft rsen zt = 
"o", 

= t = i @t' 
- v + e-t'| 

- t | =
I

= 7lealcosr * j seD.x] + d(cosÌ - j sen.r)l =
I

= nttd + e-"\cos x - j({ - e v)senxl = Chycosx - j Shysen r

w = logz

La funzione è polidroma a infiniti rami dati da k = 0, l:1, X2, -.. ; la derivata non
dipende da,t ed è unica, 

t -. \
w : logz : log lzl + i (a + 2kÌ) = lo| \/ xt + t'1 + ilarc.€L + z*.)

dw d ... I 2x t / yl x- jr
dz = E (u + rv) = @t@ * r ;4-l-7 = 7 +7

I
dw d ; t 2y x-iy---: ---(v - tu): ----------t- -4z av ,-f ' rEIV 2r[7a7 - x',+v',

t - ---T
x

dw _ I _ x- jy
az 2 x -f y

3.8.- Determinazione dclla funzione coniugata di unr drt. funzione

Abbiamo visto che in una funzione analiaiaaf(z) = a * jv, la z e la v hanno derivate
parziali continue che soddisfano le equazioni di Cauchy-Riemann:

òu 0v
0x òy

òu òv------oy ox

[3.8.r]

[3.8.2]

49
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Ora facciamo vedere che la a e la v sono fu 
^zioni 

atmoniche, itoè soddisfano l,equazione diLaplace:

ò2u ò2u - à2v ò2vlI7' a/=u a7+ a/t-=o
Infatti se deriviamo la[3.8.1] dsperto a.r e la [3.g.2] rispctto a/ si ottiene:

ò2u 02v ò2u ò2vaF=a-ù, ò =-úf;
e sommando si ha:

ò2u ò2u
aF*ì7_=0

perché per le derivare misre si ha # = #*
_. -..In 

modo analogo, derivando la [3.8.1] risperto a.], e la [3.E.2] rispetto a _r e sommando,
sl ottrene:

ò2v ò2,
-i--J- -r -:---- = uox_ dy-

[3.8.2] discende che per
parte reolo Lt, o la sola
ad arbitrio la lr, natur
e totale della v è:

0v óvdv=-dx+--dv
e per le [3.8.1] e [3.8.2j: 

ox oY

ar=-Par+!a,oyOx'
Il secondo membro è ult differenziale esatto. Infatti, ricordando che un dillercnzialcI dr + ,d/ è esatto quaÍdo

òA OB

òy 0x

ponendo,{ = -# " a= ff si rra:

a l_ aaì_ _ a'u a |ou\ _ atuay\ ù/--iF a"l-al = a,'
siccome la a è armon 

""r' n" -4, 
a1'

esarto or- = i7; quindi il differenziale al secondo membro è

Integraodo ambo i membri lungo una linea di estr€mi (-ro,/o) e (x,y), si ha:
? k,t\ ,

,(x,y) - u!xo.yo), I I òu òu I-J,,".^,\-6 o** ò; dYl

50
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relazione ch€ definisc4 la funzionc v a mcno di utra costante (r).

óeterrniniamo I'armonicità e ltvetrtuale futrzionc coniugata delle seguenti funzioni:

55. u=2xy+!xy2-2yj

uL=zv+tf #=t
au ò2u

;;=2x+6xY- 6Y' iî=e*- nY

Larnonèarmonica v"*ne p + ff * o

Non esiste quindi la sua coniugata.

s6. u=3Ìy*21 'y'-zy'
! =6xv+4x !4=6r+tdx-ox

#=.-'-ty'-qy $f=-ur-o
òtu ò7u

La r.r è armonica perché i;l. + A/t = t,

La sua coniùgata è datada:

fr,.u"t _ò, ft'.ì òu
u{x,r) = ['] = u(xo,ro) +1,".^, É**J,,.,u *-ot=

= ", 
+{,::;ì- 3'' + 3}}'t 4y) a. + !,1 l")<e*v + +4 ar =

= q *l_ xr + 3yo2x + 4yox _ t_n' + u;x"f 
lr;X"lljrrxyo2 + 4xyùl=

=-xt+3ry'*4xylc
Un altro mctodo per tÌovare v è il seguente.

Dalta [3.8.2] si ha:

Jr=-la= -3Ì +ty, +ty -(tf ov

(.lo.Jb)

Fi!, 3.t.t. Cammino di integrozione

'<,,r1 
: [ ] a' = - x' + 3xy'1 t 4x! f Í{t\

Analogamente, dalla [3.8.1], si ha:

E : # = u', * 4x ' flx,Y) : 3xY'| r 4xY * fz(x)

esatto si può scegliere ad arbitrio il cammino di iritc-
/,,in, $1.10).

5l
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Affinché lc due espressioni di v(Ì,/) ottenute siano uguali si deve scegliere:

'fzQ)= -'t e Í,(ì=0
quirdi:

v1x,y) = 3xy. ! 4xy - x3 * c

51. u= xècosy - yd ser.y

òu
5; = y' cos I -f x{ cos.;r - 2e, sen y

ò'u
EF = d cosy + e'cosy * xè cosy _ ye, sen y

òu-5; = - xd sen! - ld cosy _ e,seny

;,
AyI- = -Ìe'cos), - è cosy * yC seny - e' cosy

La rè armonica e la suaconiugata è data da:
òu =-òuòx òy - , =/1rlr"or + ye, cos y + e, sen y) dt =

= ""ny[ d d, + y"osy! e' d, + 
"eny! d dr = t,] =

= xe'seny I ye'cosy I fi(2t)

, = f@'cosy t xdcoly - ye'seiyldy =
= e'lcosydy + ,e, t cosy dy - ì[rseny dy = [,]:
= xe'seny i ye'cosy i fz(x)

AssumeDdolú/) =r(r) = 0 si ha:
v(x, y) = xéseny * yécosy I c

Con I'altro metodo si ha:

t. (r.r,b) À f G,rl ^v(x,yl = v(xo,yù * I #**l $l 0,=Jt'0,y"1 dY J1,,^1 òx -'

= v(ro,lo) + l)r{ senyo + e'locosyo - (xoeà sen/o + e', /o cos/o)l +
* [xe'seny * e,ycosy _ (xe, senyo * e,yocosys)] =

- xe sen y + e^ycosy + c

A meno della costantedi int.g."rioneì, ---

. Jn'dx- xe'-le'dx:xe, -p'
A meno della costanie di integrazionei:

I y".ny dy = - ycosy I lcosy dy = - ycosy I seny

òv òu
oy ox

(')

e)

52
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3.9.- lntegrzionc
È definita in modo del tutto analogo all'integrale curvilinco ir campo reale (r):îî

1,fl4 a, = !,{u + i"l @x + j dy) = I, {u a, - v dù + j JtO dx + u dy)

cioè Untegrale curvilineo complesso siJidùce al calcolo di due inte$ali curvitinei reali del
tipo Jt(A dx + I dy). Vediamo alcuni esempi.

58. Se/(z) = l,cioèr= I ev = 0,siha:

l,a' = ['' a'+i["'dy=1',- xo) - j1t - to)

cioè I dz. che è la so,nna deí yettori infinitesimi

dz è d,ato dal vettorc che unisce i punti estremi
della linea I di integazione.

59. Siccome ld| = \/ dli df = dr : lunghezza arco infinitesimo, si ha:

I, Va = lr^: / = hmghezza linea di integrazione

60. Siccome il modulo di un integrale è non maggiore delllntegrale del modulo si ha:

ll,rct a4 <l,v{òt a"< al,* = ur
dove M è il massimo di l/(z)l su !.

Calcolar€ I'inte$ale

60,.
Jc z- zo

dove C è la circonf€renza di centro in z0 e
di raggio c.

I vettori z - zo hanno modulo € e argo-
mento 0 ( d ( 2z-; quindi si può scrivere:

z _ zo=.èo _ dz= jeè6 d0

e sostituendo si ha:

$-+=$'":,.1";!o =2,:JC z zo .tO

Calcolare l'integrale I,Gt - jr')Ot lùngo la parabola Jr' 
: 2r, tra pr(I, l) e pr(2, g).

Svolgendo si ha:

I,{l - iÍ)a,: [,1*'a' + y'ay1+ i! 1- y, dx + I dyy

(r) Per quanto riguarda gfi integrali curvitinei in campo reate cfr. p.2l , Integrutí curvitirai e mulriplí.

Fig. 3.9.1

Fig. 3.9.2
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Esseldo y = 2x2 e dy = 4Jr dt, sostituendo si ottie[€:

I,' I * * l,' or'' o, a, - i [,' d a, + i !,t o' o, o* = 1' - : ?
î-

Calcoliamo I'inregrale J. k' + 3zl dz nei scguenti casi:

a) lungo il cerchio lzl = 2 tra P 
'(2, 

0) e Pr(O, 2) in senso antiorario;

b) lungo il segmento che uniscc Pr e Pr.

Ir{} + u) a" = I"ÍG - y' * r{ + i(2xv + 3v)-! ctz =
îî

= J, fu dx - v dy\'f j J"Q dx I u dyl = h + jh

Osseniamo ch€ essendo:

òu ^ A . 0u -..-..:!aay:-'Y= Ar(-v) e Oy=zx-t r:6;

À e /r sono integrali curvilinei di differenziali esatti e quindi non dipendono dal cam-

mino di integrszione ma solo dagli estremi. Posto de = u dx - v dy s\ha:.

#="=Ì-v'+3'
P-=-u:-2ry-3y
oy

- n=!-f,***n",
' Q:-*Y'-**'O'

scesriendo f(r,) = - T " 
n,, ={ + $,i oni"o.,

''.31 3le=-î--)fx+--t+cl

quindi: n = I;";"*=trU,.} = -+
Posto dú = v dx * u dy siha:.

#='= 2xv t 3v' ú = iY + 3xY't Ítir,)

ff : " : I - t + 3x - rtr: x.y - !+ *y +7,1x1

Scesliendo Í(/) = -! " 
f,O = 0 si ottiene:

t,=Ìy-!+*t+".,

quindi: n=l,ir"*=lú1
to, t) - - 

8
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,. 44 .8
e lìnte$ale richiesto vab -f - jj CualunCue sia il cammino d'integrazione,

quindi anche se calcolato lungo il scgmento RP2.

3.10.- Teoremr di Caudry
Per una funzione./(z), analitica nella regione chiusa À semplicemente connessa e di

contoîno C, I'integrale qrrvilineo esteso al contorno è nullo; si ha cioè:

{'rc1 o": o

Abbiamo visto che io generale si ha:

fr rcl a' = $r <" a, - v avl + i$, 6 ax 4 u av1

Applicando la formula di Green (cfr. P .21 , Integali curvilinei e muhipli, $2.5) ai due inte-
grali reali si ha:

f, @ o* -, *, = II^F *L - #)* *
g" <" a* + 

" *> = [.(ff - So, o'

Ma per la f(z), che è analitica per ipotesi, val-
gono le equazioni di Cauchy-Riemann:

òu 0v
òx òy

òu 0v
òr Fig. 3.r0.1òy

che annullano gli integmli doppi e di conseguenza anche quelli curvilinei, per cui:

tt"fGla":o
Ricordiamo che l€ formule di Green valgono per senso antiorario di percorrenza del

coftotno.
Se la regione R è doppiamente connessa woi ad anello o a. coron a ci si può ridurre al

caso precedente nel segu€nte modo: la regione R è composta dallo linee Cr e C, e dalla su-
perficie compresa tra esse. Mediante le linee 

- 

---<-.*- - 
----

AA' e BÈ drvidiamo la rEgione R in due parti
semplicemente connesse e aventí i cotrtorni
h = AA'D'E BD e l,: A'AEBRE

Per il teorema di Cauchy si può scnvere
(tralasciando la, funziorie integranda):

{,, : Inn. + [n.,, * 1," * I"o^= o

f,, = I^., * I^"", 1", * 1,,",: o
Fig.3.r0.2
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Ricordando che /, = -l*n " I*= -/ ,, ,o.^"odo . .accogtiend o si ottiene:

II,,,o + 1,,^,1+llo,^ + 1n,"1= [,,+ !" : o

dovc C1 è percorso in senso aDtiorario e C2 in senso orario; assumendo il senso antiorado
per entrambi i contorni (se si cambia il senso I'iotegrale cambia segno) si ha:

T,=1,
Se la regione è triplicemente connessa la si riduce a due semplicemente connessc con

tre linee o tagli,l,,l', DA Gf, come indicato nella fig. 3.10.3.

Fig,3.10.3

Frocedendo in modo analogo si conclude che:

[',r. r 1., + 1,.= o

se Cr antiorario e C2 e C3 orari; oppure

[,= 1",* 1,, t3.ro.2]

se si assumono antiorari tutti i sensi di pcrcorrenza.
In altre parole, assùmendo tutti i ìensi di percorrenza a.ritiorari, I'inte$ale esteso al

contomo esterno è uguale alla somma di quelli Éstesi ai contomì inlerni.
64. Calcoliamolìntegrale

lrk - zo1'dz

dov€ n è intero positivo o nullo, zo costante e C una linea semplice chiusa.
Siccome-.la funzione (z - z6)r è un polinomio, quindi analitica in tutto il piano com-
plesso. I'integrale è nullo per il teorèma del presànte paragrafo.

Calcoliamo I'integrale

6t o,
Jc z- h
nei due casi:

a) il punto zo è esterno alla regione limitara dalla linea C semplice chiusa;
b) il punto zo è interno alla regione lirnirata dalla linea C semplic€ chiusa.

65.
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[3.10.1]

Nel primo caso (vedi fiF 3.lO-4) (z - zo)

non si annulla mai nellarcgione chiusa di
contorro C e quindí la funziooe inte-
granda

I

ill detta regione è analitica; ne consegue
che:

(b ' a'=o+ z- zo

Nel secondo ca.so (vedi frg. 3.10.5) lafunzione inte-
granda è aoalitica in tutti i punti della regione
chiusa ad eccezione del punto zo, quindi:

6 t o"*oJc Z- Zo

Per calcolarne il valore comid€riamo un cerchio di
circonferenza Cr, centro in zo, raggio e e interno a
C (ciò è sempre possibile perché zo è interno a C);
la superficie compresa tra i contorni C e Cr costi-
tuisce una regione doppiamente connessa nclla

quale la funzione ! è analitica; per il teorema
z- zo

tato dell'esempio 61, si ha:

[ ' o,:[ t a,=z,j
JC Z-Zo JC, z-20

Calcoliamo llntegrale
îr
Y, 1"- ^, 

a' n:L3''
Se zo è esterno a Cl'int€grale è nullo perché la funzione integrandaè analitica nella re-
gione chiusa di contorno C.
Se zo è interno a C, tericndo presente che sulla circonferenza Cr (vedi fig. 3.10.5) si ha:

z - zn = 6alo - (z - zo)' = tè'u e dz: jeèa d0

pcr il teorema di Cauchysi ottieÍ€:

I 
"% 

= I t"!4 =1,^ # : i_.['",", ^ 0, =

- i I e''" "' ]" : ---J- p,,,r, ' - r) = o- F-tj(t - "il" (, -,,r
petché e2ik" : I

Conclùdendo, i .isultati degli esempi 65 e ó6 ci permettono di affermare che llntegrale

Fis.3.r0.5

di Cauchy, ricordando il úsul-

66.
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î
Jrk-rofdz n:0,t1,t2....

v ale 2t4 per n = - I e zo intemo a q in tutti gli altri casi vale zero.

3.11.- Folmùh di Cruchy
Con la funzionc/(z) analitica nella regione R, chiusa, semplicemente conlessa di con-

torno C costruiamo la funzione

+_
dove zi è un punto inter[o alla regione. Si hanno due casi:

a) se la./(z) ha uno zero in z, (,) la $ C 
"n"titi"u 

nella regione chiusa e quindi per il
teorima di Cauchy si ha: lz - zil

f
| .Í(z\ , 4"=oJce-zi)

b) se la/(z) non ha uno zero in z ,,lu 
- 

ob 
è analitica in turta la regione chiusa R ot-

tenùta da R con I'esclusione del punto zi. Se realiz-
ziamo tale esclusione con una circonferenza Cr di

centro in zi e raggio e piccolo a piacere,la @
risulta analitica nella regione chiusa doppiamente
connessa di contorno €sterno Ce di contomo interno
Cr in cui è applicabile il teorema di Cauchy che per-
meîte di scrivere (cfr. [3.10.1]):

$teta" -$ naa,
Jc z-zi Jc, z-zi

,"r.. lliiÌi,", {lí' 
: f(z) + fQù- /(z' (':) sostituendo e ricoraando chef *; = 

"
6 tn o,=$ tt,;t o"*$ JGt-Ík,t a,_Jcz-zi Jc, z-zi JL, z-zi

= 2jttÍ(2,) * $ A') - Jt',1 o"
JC, z-Zi [3. ] r.l]

Dimostriamo che lhltimo integrale è nullo per é .* 0. Indicando con M iÌ massimo di
lfQ) - f(zùl su Cr, siccome É = lz - zrl, si ha:

lf, ry "1 =f W va = 
Lf,o" : L 2",, = 2o1,4

(t\ cloè è f(z\ = (z - z;)dz\.
(r) Si noti che /(zJ è una costante.
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Ma per e - 0 11 - 0 perché la circonferenza Cr t€nde al suo centro, lafz) su

tende a/(z) c quindi il massimo di VQ) - f(2,)l tond€ a zero.
Dalla [3. ] l.l] si ricava:

Cr

[]. ll.2]

che permette di calcolare i valori che una funzione analitica assume all'interno della sua re-
gione di definizione mediante i valori che essa assume sùl contorno,

Indicando con z il genedco punto interno e con zc il 8en€rico punto sul contorno, la

[3.] L2] divcnta la formula di Cauchy:

f@=+f, - "ia-d,

f@=+f"Pd". [3. r 1.3]

Si osservi che la funzione integranda è analitica nella r€gione aperta perché iD essa è
(zc - z) * 0 (zc è sul contorno € z no); si può quindi derivare sotto il segno di intcgrale
rispetto a z ottenendo:

rkt=+{#+d",
Con lo stesso ragionamento si arriva ad aîfermare che nella regione aperta esistono le

de vate di tutti gli ordini; per I'ordine z si ha:

r\ò=+{"d=Fd^
Quanto detto per una regione sempliccmente connessa può essete esteso ad una re-

gione R molteplicemente connessa, tenendo conto che il contorno di integrazione Cè costi-
tuito da tutti i contorni percorsi nel verso col quale la regione rimane a sinistra.

Conclusione'. una funzione/(z) analitica in una rcgionc chiusa è defi-
nita dai suoi valori sul contorno e ammette la d€rivata di
tutti gli ordini nei punti interni cioè nella regione aperta-

3.12,- Principio di mssrimo

Se/(z) è una funzione analitica nella rcgione chiusa R di contorno C, il massimo del
modulo di/(z) si ha in ùn pùnto del contorno.

lndicando con z un intero positivo, alla funzione SQ) -- Lfe\f si può applicarc la
formula di Cauchy che divcnta:

sG) = ve)r = + f,++ -" = # f,*+ *,
lndicando con M il massimo di l/(z) | sul contorno e con ó la rninima distanza lzc - zl

tra il punto z e ll contomo C, e ricordando che

6a't:Ia'Ja '

è la lunghezza /del contorro C, si ha:
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trat' <+f"#+ va <{{, - vec)t= r(#'
Al tendere di r all'infiniio si ha:

lfG)l < M
cioè il modulo della funzione nei punti int€rni è minore o uguale al massimo del modulo
sul contomo.

SERrB Dr F'uNztoNr - EsBRcrzr

4 - SERIE IN CAMPO COMPLESSO

4,1.- Serie a tennini cornplccci

Una seúe a termini complessi è d€l tipo

i fo,+ ja"l=(a,* jór) t (azl ibzl+... = ! o,+ ! ia,,-l aEr - ;=t'
Per definizione talc serie è conyeÌgente se la somma parziale n-esima

s,=(q+ a2I..-* a)I j(b1I bzl ... * ó") = ri + jri
ha limite finito pcr z - -.

È chiaro che se sono conyergenti le due seric a termini reali i *" i ó,. indican-
=t "=l

do con / e 8le rispettive somme, la serie 
,X , @. * jb,) è convergente perché

lim r,=lim (r'" + jr".) = i r+1 ! b^=A+iB
n=t _,jt

Vicevcrsa, se la scrie

2,{o, + io,)

è convergente e ha somma,4 I j.8, Ie scrie ,L, a" e ,I, à, 
"onuetgono 

rispettivamente

ad ,4 e B. Infatti dalla convergenza della [4.1.1] si ha che, fissato c > 0 piccolo a piacere, si
può determinaîe un iV tale che per tutti gli n > ìy', risulta verificata la relazione:

l(s', * js".) - (A+ jn)l<e - '/ 
(!,, I+k":_lr;.,

da cui chiaramente

ls',-Al1e e lsi - 8l (e

che sono le condizioni di convergenza della ,ira, ad A e della ,2rU. "".

CoNvERGENza assoLUTA

Sappiamo che una serje è assolutamente convergente quando è convergente la serie
dei suoi moduli. La serie dej moduli della [4.1.1] è data da:

2 a: Jil + o; + '/A +È + ... + JiÌiE + ...r=l

Dimostriamo che se la[4.1.1] è assolutamente converge[te sono convergenti anche le serie

,i,* tÉ,n

[4. r.l]

60 ól
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Infafti, essendo

P 4Jiilij=", " ló,1 (c"
il criterio del confronto dimostra I'assunto.

CRrrERro GENERALE Dl ctNvERGENzA DI CaucHy
L'€nunciato, del tutto analogo a quello yalido in campo reale, è cspresso dalla for-

mula:
t nl:r IlI (cr+jór)l<e
ll=r+ I ' 

I

4.2.- Serie di funzioni

DEFINtzIoNE E coNvERcENzA

Una serie di funzioni si presenta nella forma:

2 ut?) : uíz\ + u2zl + ...
k=l

dove z = r * jy e le funzioni sono delinite su una linea o in una superficie.
È chiaro che nel punto zr = h + jy\ la [4.2.1] si riduce a una serie di termini com-

plcssi del tipo 2@" + jb,) che può esscre convergentc o divergerte. Se la[4.2.1] è conver-
gente in tutti i punti di definizione della funzione ar(z), si dice che è convergente in tale re-
gione.

CoNvERGENzA UNIFoRlfi

L'€nunciato, analogo a quello valido nel campo reale, è espresso dalle relazioni:
I t+'
| ! r(z)l< e l&l = l.t(z) -s,(z)l <c
lt =n+ t I

CRTTERIo DI UNIFoRME coNvERGENzA Dl l EIERsrRAss

Tale criterio, che è anche criterio di assoluta convergenza (cfr. $1.5), è valido in tutta
la regione in cui si hal

la(z)l s< ar

CoNTINUITÀ DELLA soMMA E INTBGRABILITA TERMINB A TERMINT

Se le funzioni úr(z) sono contirlùe n€lla regione di definizione e se in essa la seric

[4.2.1] è uniformemente convergente, anche la somma della s€rie risulta continua in tale re-
gione e integîabile termine a fermine lungo una linea appartenente alla .egione.

TEoREMA DI T EERSTRASS PER LA DERIVABILITÀ DELLE SERIE DI FUNZIONI ANALITICHE

Esso afferma: una serie

è,*(")
in cui le funzioni u*(z) siano analitiche in uDa regione chiusa di contorno Ce che siaunifor-
memente convergcnte sul contorno C, risulta unilormement€ convergentg nella regione
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chiusa e haper sommauna funzione che nei punti interni della regione è analitica e deriva-
bile termine a termine un numero qualunque di volte.

Dallìpotcsi di uniforme convcrgenza sul contomo, risulla che, per r qualunque mafi-
nito, si ha:

l--*""**'l ' '
siccome la somma 

l l{*,uQt) d.tte r funzioni analitiche è una funzione analitica e ha

quindi il suo massimo sul contorno (principio di massimo, $3.12), per urt punto z intemo
alla regione si ha:

| 'l' u*t"t < I Y ,r,al <.
It-rlr 1 ll=,+l I

cioè la serie [4.2.2] è uniformemente convergente anche nei punti intemi e quindi nella re-
gione chiusa,

Indicando con S(zc) la somma della [4-2.2] sul contorno e moltiplicandone tutti i ter-
tl

mini per ;- :, si ottiene la segucnte serie:Zl4 Zc- Z

S(zc) _ _ !,r(zc) , uz(zc)
,"j(", - ,) ,"1(r, - ,) - ,"'t(t, - t) - "'

che è anchtssa uniformement€ convergentc sul contomo (il termine (zc - z) è costante e

diverso da zero per ogni z interno) e quindi integrabile termine a termine per cui si ha:

I f S(zc) I I uízc\
zriJ, u- rat'= zaJr;;-ra"'*"

Siccome per gli integrali del secondo membro è applicabile la formula di Cauchy (cfr.
[3.] 1.3]) si ha:

* l,I+ *, : u,(z) + u,(zt + "'

14.2.27

[4.2.31

Poiché la serie a secondo membro è ùniformemente convergente nella regione chiusa, la
sua somma S(z) è continua; non possiamo ancora affermare che è analitica; per farlo osser-
viamo che la [4.2.3] si può scrivere

s\,):+[ 8"ò d,,214Jczc-z
e che la funzione integranda (e quindi anche la S(z)) è derivabile quanto si vuole; ma se la
S(z) ammette le derivate di ogni ordine è anatitica.

Rimane da dimostrare che la serie

s1z): .i ur(z)

è derivabile termine a termine quanto si vuole.

Molrrplicando tutti i termini della serie S(zc) = : u{zr) per ;=;Lt = r z,rl\zc - zf:*-T 
sl ottÉ-

ne una serie integrabile termine a termine che permette di scrivere:
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da cui per la formula di Cauchy si ottiene la telazione tra le derivate di ordine n:

S')1t1= u,vt1", * urt't1'1 + ..

4.3.- Sede di potenze

UIla serie di potenze si presenta nella forma:

20o.,' - b\": ao! or(z- b)+ a2(2 - b)z + [4.3.1]

Esempi.

Per il criterio del rapporto si hal

,. ,l'' ' nt / r, ì'
I'T- o + 'r' kr = |T* [;-; t't : 

''1

o di conver-
nica genera-
rie converge

6s. Z1
Per il criterio del mpporto si ha:

l-1,+l,. tzlrrm - ì:;- = lzl

Se ne deduce quiodi che la serie (geometrica) ha raggio di convergenza R= l.
vediamo cosa succ€de sul contorno, cioè sulla ciiónferenza 

" 
I dr. Si h^,

lim / = lim d'o + O per qùalunque I
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e quindi la serie geometrica non converge in alcun punto della circonfer€nza di raggio
R = l. In particolare si può vedere che per z = I la serie diverge, per z : * l, la serie
è indeterminata.

Con il c terio del rapporto si può vedere che la serie ha raggio di convergenza R : l.
Per z : I la serie divcnta la serie armonica che è divergente, mcntre per z = - I di-
venta la s€rie armoriica a segni alterni che è convergente. Quindi sulla circonfercnza
di convergenza la serie può essere sia converg€nte che divergente.

Come casi particolari si può avere R = 0 (in tal caso la serìe è convergente solo per
z=à)eÀ:@(intalcasolaserieèassolutamenteconvergenteintuttoilpianoeuDifor-
memente convergente in ogni cerchio di centro ó).

La serie può essere integrata termine a termine all'interno del cerchio di convergenza
perché, per il teorema di Abel, è uniformemente convergente all'intemo di ta.le cerchio.

Allìnterno del cerchio di convergenza la serie, per il teor€ma di Weierstrass, ha per
somma una funzione analitica e ammette la derivazione terúine a termine, un numero
qualunque di volte e lasciando inalterato il raggio di convergenza.

4.4.- Esercizi proposti,

70. Dimostrare che la serie I I az I a7z2 ì ... converge uniformemente o

in lutti ipunti interni a I cerchio di raggio R:I
la

Determinare la convergenza assoluta e uniforme della serie:

z z(3 - zl z(3 - zll zt\ - z\1

3, 32 ' 3' ' 34 '...

Data la serie ,io t- tl'tn * z'* r) dererminarne:

a) la convergenza e la somma;
b) la convergenza assoluta;
c) la convergenza uniforme.

.=. I73. Data la serie ) -:--t 

- 
determinarne:

È--r \z -1- l)
a) la convergenza e la somma;
b) la convergenza assoluta;
c) la convergenza uniforme.

74, Deîerminare la regione di convergenza della serie

I
l-t,

67. ) -:-

71.

\- (' + i)'
(n+ t)(n+2)

75. Determinare la regione di convergenza detla serie i +, la+f
À J'n \z-tl
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76, Determinare la region€ di convergenza della seri€

77, Determinare la regione di uniforme converg€lza della serie

78. DetermiDare la regione di uniforme convergenza della serie

79, Detcrminare la regione di uniforme convergerza dclla $erie

80, Determinare la regione di uniforme convergenza della seri€

È t- I )'r'L-t

i/
Ll 3'+ t

\- (z - t)-
*L'---T
Sr
ktu+t)/
i\ \6+ t

k7+vF
u.

82.

Determinare la somma della serie

Determinare la sommadella serie

2,t
E,'*

per lzl ( t

pcr lzl < l.

Soluzioni degli $erciri proposti.

70. Ponendo cz = I la E€rie data diventa la serie geomeirica > t' che ha raggio di con-

vergcnza F = l. Quindi per lrl : lallzl1l cioè per lzl < fr la r.ri" è 
"onu"r-

gente, ha per somma S = | _ az 
e per il teorema di Abel è uniformemente conver-

gentc.

71. Metrendo in evidenza il termiDe f Ia serie si può scrivere:

lft+l+<t,t' *.'-1
ed è evidcnte che si annulla per z = 0. Osservando ch€ i termini racchiusi all'interno

delle parentesi quadrate costituiscono la serie geometrica di ragione * ch" è ur-

solutamente convergente per 13 - zl ( 3, la serie ha per somma: 
J

2l21s\z'=T 1-z =3 3-,*.r=t,- 3 3

per tutti gli z che soddisfano la 13 - zl ( 3; la serie
è quindi assolutamente conyergente nei punti del
cerchio l3 - zl <3enelpuntoz=0(fig.4.4.1).
Siccome nel punto z = 0si ha S(0) = 0 e in tutti gli
altri punti si ha ,î(z) = l, la somma S(z) ha un
punto di discontinuita in z = 0 e quindi in qualun- Fig. 4.4.r

66

(,) Il segno + dipende dal fatlo di considerare somme parziali di posto pari o di posto dispari
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que intorno che comprenda z = 0 ìa serie non
punri 13 - zl < 3 ta somma.S(z) è continua; tale
ad afferrnare che la serie è in cssi uniformemente

lr -l'
=tim l#J =o

si può concluder€ che la serie data è uniformement€ conv€rgente allìnterno del sùd-

detto cerchio.

a) Sviluppando, la seriÉ data diventa:

(l ! z) - (z * /) + Q' + z') - (" + zo) + ...

Semplificando, la successione delle somme parziali di Posto pari ha come termine
generale:

s?-(z)=l+l^'l
e quella delle somme paziali di posto dispari ha come termine generale:

sh+t(z) = | - zzn+2

Per lzl ( I la serie è corvergente e ha per somma S(z) = I perché (cfr. P.29' Serte

e lim ,rz. * r(z) = lim ( - l-") = |

| + 2lzl + 2lzl2 + 2lzl3 + ... =: t * 2lzl( + lzl + lzl'+... )

essa è assolutamente convergente p€l lzl < l.

c) Per lzl ( I la serie è uniformemente convergente perché

lim lR,l =lim ls(z) - r"(z)l =lim ll-(1 t/)l =1'1 =lim lzl':0

73. La serie data può e*sere scritta nel scguente modo:

Sl
' ' .L' l"'+ l)'

cioè sitralladi una serie geometrica d i ragion" 1] , diminuita di I" z'+l

numeiche, $4.1):

rim 
-sr.(4 

= li1- (l'l /"t7:1

b) Siccome la serie dei moduli èl

lt+zl+lz+z2l + lz'z+/l +... <
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a) Essa è conv€rg€nte pr lzz I ll> I e ha per somma:

I z,+l IJ\t, =-r -l -r ------- = -t
l- .I z z

z'+l
c per somma parziale:

'-7+r
b) La serie dei moduli è la serìe geomerrica diragione lTl rl *un"un," OO Or,-

mo termine (esso non influisce sulla convergenza) per cui la serie data è assoluîa-
menle convergente per lz' * ll) l.

c) La serie è uniformemente converggnte per 12'z + 11) I perché:

Ìim _ I À. I = rim _ t.s(z) - s,k) | = ]E _ I + F-L,, J' I =,

74. Scriviamo la rcrie data nel seguente modo:

l*i
2H2l

e applichiamo il criterio di W€ierstrass (cfr. $1.5) usando come serie di confronto la

serie conversente ) -i-. si tra,- Í)- n'

r'<"lr = 
"ffi$'4 

o"' lz+il <r
la serie è quindi convergente perché assolutamente convergente nel cerchio (contorno
compreso) di centro -j raggio l.

75. Scrivendo la serie nel seguente modo:

S r ["+r l'2 "'lte-DJ
e applicando lo stesso procedimento dell'esercizio precedente si ha che la serie data èl-r r I

convereenre per l;-i I 
< L

La serie dei moduli è la serie esponeòziale che converge per izl qualunque (cfr. es. 9).
Dunque la serie data è coÍvergente perché assolutamente convsrgente.

ó8
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77. Poiché:

I / l-l,flr"+rl-lrl
applichiamo il criterio di Weietstrass assumendo come seric di confroÍto la serie gco-. Slrl"hetnca / , l;l che è conversenre pel lzl < 3. euindi la serie data è uniforme_;7itJl
mente convergente per lzl 13.

e.
Per z : 3 la serie data diventa ) ;11 che diverge perché il suo termine generaleFrJ -

perrt - @ non tende a zcro ma a uDo. euindi la regione di uniforrne convergenza
nor conîiene la circonferenza di convergenza,

Applicando il criterio di Weierstrass, essendo:

I' il'" -l .
-;t- S ;t = lrermine senerale di sede converg€nre]

la serie è uniformemente convergente per lz - jl s< l, cioè in tutto il cerchio di con_
vergenza, contorno compfeso.

lStn
Ponendo z=; la serie dara divenra 

L;îT
Applicando il cdterio di Weielstrass, essendo:
l,t'l
hiTl a lrl': termine generate della serie geom€trica, convergente per lrl ( l,

la serie data è uniform lzl ) L

Per z = I la serie data è divergente, quindi la regione di
uniforme convergenza di conlergenia.

disuguaglianze:
l/-îVZn r I

n:
n

7E.

79.

E0. Per ogni z sono verificate le seguenti

'/;+ I , \/"+l - r/2"
r'+kr" I *-l *

= rrD ' 1t--i.. g"""*r" serie p c.'vergcih p- e = +> ll
per il criterio di Weierstnss Ia serie data è uniformemente convergente per ogni z.

tl. Tenendo presente il teorema di de vaziore di una serie terrnine a termine (cfr. $$ 1.9,
2.7) si ha:

2 ,t=,3. n,.,=,i -a ,,=- d f F -,ì -nar "- -ír"' '*L, a,'-" d, \.1,'I-
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=z+-t*9.tr="41 r+---r ì- z

ctz n'o az\ 
-l-/- 

O - 4------:'

t2. Per il teorema di derivazione di una serie si ha:

s n'1-':rf ("A
H\ dziu#):"8#:'*(2,",)

Ricordardo il risultato dell'esercizio precedente si ha:

3 -r,,,=- d , --- l*'z-
,,1"" -' dz (t - z)'z -' (l -,)'

4.5.- Serie di Taylor
Abbiamo visto chc per i teoremi di Abel e di Weierutrass la sedc

2oo'1" - $)'= an* a(z- b) + a'z(z - b)2 + "' t4'5'll

ha per somma una funzione che è analitica all'interno del cerchio di convergenza; dimo-
striamo ora I'inverso e cioè che una funzione/(z) analitica all'interno di un cerchio di rag-

s

gio Àe centro in ó è sviluppabile in una serie di potenze del
tipo [4.5.1] e che inoltrc tale serie di potenze è la serie di
Taylor della fùnzione/( z),

In qualunque cerchio di raggio p < -R e centro in ó è
apDlicabile la formula di Cauchy: indicando con C, la cir-
conferenza di raggio p, con zp un pùnto su tale circonfe-
rcnza e con z un punto ad essa interno si ha:

[4.s.2]

[4.s.3]

Indicando con M il massimo di /(zo) su Co, per il termine generale della serie [4.5.3]
si ha:

70

r@ -+f". 
-.- "eLd,"

siccome lzo- b ) lz- ble quinOi lj9 = q( I , la serie geometrica di ragione q è

I
convergente e ha per somma ----;:;-. La funzione integranda può essere trasformata

zo- b
nel seguente modo:

f(") : f(",) _ Í(2") | 
=zp-Z (zo b)-(z- bl (zo-bl r- 3_L

zo- b

- ra,t il:-qì'-i* 
- -t/tl- -al - /rv] 

"=ît

Fis. 4.5.1

SERrE DI FUNZIoNT - EsERcIzI

fkò.(z-btY-u u,-.
;" - b'\4 - bJ 

( -: d [= t"'i* eenerare serie seometncal

Quindi la serie [4,5.3], per il criterio di uniforme convergenza di Weierstrass, è uniforme-
úente convergente in tutti i pùnti ze su Ce e può essere integrata termine a termine (si può
cioè sostituire all'integrale della somma la serie degli integrali). Sostituendo, la [4.5.2] di-
venta:

Í(z) _l
2n

_l
2"j

: 
À [,, - r" + 1,. a-re!!'-, _ rÀ =

= io o'1" - t)'

avendoposto *1""##:"^

Í4.s.41

Abbiamo cosl dimostrato che lal(z) è sviluppabile nella sede di potenze [4.5.1].
Ricordando ora la formula di Cauchy ($3.11) si ha:

I f ÍQ") dze _ l.t@)^: 2"j[,ffi="-..-'--
So$tituerdo la [4,5.5] nella [4.5.4] si ottien€:

on = Efyp- ù'

cioè la3f(z) è sviluppabile nella sua serie di Taylor. Per ó = 0la/(z) è sviluppabile in serie di
Mac Laurin.
Esempi.

83. FuNzIoNE EsPoNgNzIet t e"

Essendo analitica in tutti i punti del piano è sviluppabile in serie di Mac Laurin ín
ogni cerchio con centro nell'origine:

Ln
t = Zt^ îî"\ot = r + j; + fi- + ...

n=0 "'

8,1. FuNzIoNr senz E cosz
Essendo funzioni di esponenziali, sono analitiche e sviluppabili nelle rispettive serie
di Mac Laurin in turto il.piano:

sen':i-í+i...

[4.5.5]

2t4l'
(r) Essendo zp la variabile di integrazione, (z - ó)" è una costante.

7t
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FuNzroNE LocARrrMrca log(l + z)
È po[dromaperché

log(l +z)=loCll +zl * j[arg(l *z)*2È'rl con È=0,1,2,...
Consideriamo il ramo monodromo corrispondente a k = 0:

log(l * z) = logll * zl A j[arg(l * z)]

La funzione cosl definita è analitica itr ogni punto i ro nel-
I'origine e raggio unitatio. Il contorno del cerchio è punto
z = - I in cui la derivata non è continua. Pcrtanto la fun-
zione è sviluppabile in serie di potenze, in particolare, in serie di potcnze di Mac Lau-
rin nell'intorno dello zero. Risulta:

log(l + z) = r-; *a - ... tzl< IZJ
All'interno del cerchio di convergenza la serie è
uniformemoote convergente; sul contomo, escluso
z = - l, è converg€rte alog(l + z).
Si osservi che all'interno del cerchio di conver-
genza, presi zr e zr simmetrici rispctto all'origine, si
ha log(l * 22) = log(l - z1), infatti per lc condi-
zioni di simmetria è zt=-"r. Pertanto scam-
biandozcon.-zsiha:

rog(l -z) = -z- ---;-... lzl ( I25
Lo sviluppo è valido anche per lzl = I escluso z = I
Sottraendo le due espressioni trovate si ha:

rog(r * z) - ros(r - 
"1 

- 6"Jl-L = r(, - + r +. ...)

che è valida per lzl ( I esclusiipuntíz= lez=-1.

Per le seguenti funzioni, fissato il punto à, ci proponiamo di determinare il raggio del
cerchio nel cui interDo €sse sono analitiche e quindi sviluppabili in serie di Taylor.

:-L1
86. f(zt:.___+ b=2(z- ll(z-41

La funzione /(z) è analitica in tutti i punti
del piano escluso z - I ez=4;èsvilùppa-
bil€ in serie di Taylor nel cerchio dicentro in
à e raggio I cioè per lz - 2l ( I perché nei
punti interni lal(z) è ana.litica (un cerchio di
raggio maggiore contiene almeno il punto
z = I , dove la funzione non è analitica).

s7. f(4=++ ó:0

Fig. 4.5.2

Fig. 4.5.3

72

La funzione è analitica per ogni z escluso z2 + 4:0 - z= +2j (fil.4.5.4).

9t.

13

88.

89.
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La/(z) è sviluppabile in serie di Mac Laurin per lzl ( 2.

Fig. 4.5.4 Fig. 4.5.s

f@=z? ó=o

La fuúione è analitica in tutto il piano escluso il punto z = jrî (lìg. 4.5.5) dove è:

d":coszr*jsenzr=-l
La/(z) è sviluppabile in serie di Mac Laurin nel cerchio di raggio zr.

Í(z)=e"'Sh(z+2) à=0
La funzione è analitica in tùtto il piano ed è quindi sviluppabile in s€rie di Mac Lau-
rin in un punto qualunque del piano.

JQ) = sec m b: I

La funzione è analitica intutto il piano escluso z =
t2

r.. ,,, - 
"a" 

o,

essendo y'"2 : j ed e-j"/'z : -j.in cui il denominatore si annulla per z = I2
La funzione è quindi sviluppabile in serie di Taylor per

j (vedi lie. 4.5.6); infaui si tra:

v- \<I.

Fig. 4.5.6

f(zl=-.:------ b=Ai
z\z - r)

La funzione è analitica b tutto il piano tranne FI8' 4'5'7

neipuntiz:0ez=l(vedifig.4,5.7);essaèsviluppabileinseriediTaylorneipunti
lz - 4jl ( 4 cioè all'interno del cerchio di nggio 4e centîo in 4j.
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4.6.- Se e di potenze r 6pon€ntc tregrtlvo
Una serie di potenze a esponente negativo è dsl tipo:

-l2 a.G- b)" = + --!J- + -!L' 1z-b1t ' z-b [4.6.1]

Per trovare il cetchio di convergenza poniamo I = -f ; sostituendo otteniamo:

q1t+a-2f+a4t3+,..
che è una serie di poterEe a esponente positivo con ó = 0; sappiamo che essa ha un raggioI I 

". l>^,di convergenza; indicandolo con * sihacheper lrl ( * equindip 
trt

essa è convergente; dall'uguaglianza *=V-òl )Rr si deduce che la serie [4.6.l] èlrl
convergente nella regione esterna al cerchio di centro in ó e raggio Rr; per i teoremi visti in
precedenza essa in ta.lc regione è assolutamente e uniformemeùte €onv€rgente, integrabile e
derivabile termine a termine. Se Rr = 0la regione comprende tutto il piano ad eccezione
delpuntoz= ó.

4.7.- S€ e di L&urent
Una serie di Laurent è del tipo:

2 a"Q- b)'=. a -J=-+ 
--9-; 

+ ao + o,{z - bl + a2(z - bl, + -.. l4-7.1J' lz-bl- z-b
Essa è la somma della seri€ di potenze a osponente positivo i o.(z - bf, dettapate ana-

"=O
litica della [4-?.1], e detla serie di potenzc a esponente negativo ,!-- o,(z- bf detta

part con Rr e R, i raggi di convergenza rispettivamente della parte
prin stemo di -Rr) e di quella analitica (convergente all'interno di
Rr); ale ha un numero finito di termini si ha Àr = 0: in tal caso le

mente e urliformemcnte convergelte, ha per $omma una funzione analitica e ammette I'in-
tegrazione c la derivazione tcrmine a termine.

Dimostriamo chc una funzione/(z) analitica nella co-
rona aperta ,Rr 1 lz - bl 1rR è sviluppabile nei punti in-
terni della corona nella serie di Laurent.

Per ogni z interno alla corona si possono sempre îro-
vare due circonferenze Ct' e Czt coîcetlrti'che in ú, interne
alla corona di raggi Rr e R2, e formanti una nuova corona
al cui interno si trova il purto z (fig. 4,7.1); nella corona di
circonferenze Cr'e Cz'lajf(z) è analitica anche sul contomo
per cui è applicabile la formula di Cauchy che dà:

74

Fis.4,7.l
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*=+f.,+y?.+{,,+y?
Con procedimento del tutto aralogo a qùello visto per la $€rie di Taytor (cfr. $4.5), re-

lativamente al contorno Cr' si ottiene

ffi=rca (zc-b)-(z-b\
JQc\.t:

-(z- b\ zc- bt- r_6

=-f(zc)ilrs__{y=_iz-b /-'u\z-bl F-u

L'integrale esteso alla circonferenza Cr' diventa:

--- lí,tuàff#d"4:

(zc - b)h f(zc)
G-bf-'

_\-
-lJ

:i/)
ln:o ;1, r(zc:)(zc - o' a*l=

[-,,-,,'a+",-]

dove a1r,, r1 = fif",.nul'<u- t>^ au

Per I'integrale relativo al contorno Cr'vale quanto è stato dedotto nel caso della serie
di Taylor e cioèl

tlf,P*'= ni'oo^t'-bf

o',"',=f,$",,ffffi
Sommando le espre$sioni ottenute per i duc integrali si ottien€:

f(z) = 
"ioa-p,*'1Q 

- ò)1'* r) + 2oa4z - b1k :

: ,1_",(, - b)' + ioa,(z - t'1' = .Í. _a(z - tl
Esempi. 

I
92, Sviluppare in serie di Laurent la funzione lz) = z_3 neipunti lzl (3elzl )3.

Lal(z) è analitica in tutto il piano eccetto il punto z = 3; quindi all'interno del cer-
chio con centro nell'origine e raggio 3 (fig. 4.7.2) è analitica e sviluppabile nclla serie
di Taylor che è una serie di Laurcnt senza ìa sua parte principale. Lo sviluppo si può
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trovare in due modi:

a) In base alla formula di Taylor con ó = 0:

I
,f(0) = -T

fG\=. -*\z- 5)

J'-(z) = G:Jjî
l3t1z1 = ,--:-z -\z - 5)

f\ot=-#
r@ = L +no, : - E+ # = - E# = - + - + - + -

b) In base alla serie geometrica si ha (r):

I r t t è/'\'
z-3 3 z 3 !J^\31r-T

Nella corona circolare di raggi Rr = 3 c À, = co la funzione è analitica e quindi svi-
luppabile in serie di Laurent; in base alla sede geometrica si ha (r):

_r . =1__1. =ailaì =r*1+1+z-.3 , l_! z L"-\zl z ' ,'' ,''"'

Sviluppare in serie di Laur€nt la funzione t<rt : U= 11i _ 21 
nei punrí così defi-

niti:

,f(0)=-+

/"(q=-+
Í3,er=-+

=-+(,

a) lzl1t
b) t<lzl<2
c) lzl)2
d) lz - ll> I
e) 0(lz-21 (l
La funzione/(z) è analitica fir tutto il piano ec-
c€tto i punti z = I e z = 2; scompodamola in
elementi semplici col noto pÌoc€dimento (r):

(r) Quando si chiama in causa la s€rie gcoúetricÈ le trasfomazioni da effettuùe sulla funzionc de-
vono esserc lali da Deltcre in evidenza una ragione q < l.
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-z A , B A(z-21 +Re-l\
(,- l)(" - r) -, - | - z - 2: (z- l)(z-2)
deve essere:

-z= A(z-2)* R(z- t)
Perz=2siha-2= Bepet z = I si ha - I : -1, quindi:

l2
JG) = ----: - ----'-=

z- | z- 2

a) All'interno del cerchio lzl ( I la funzione è aralitica e quindi sviluppabi.le in serie
di Taylor cor à = 0 [vedere modo b) dell'esempio precedenie]:

,.2,1=l+;+a+8+...
Sommando si ottiene:

z 3 , 7 , 15f(zt=-;-;t-;,'-;1-
b) Nella corona circolare di centro nellbrigine

e di raggi R1 = I e Rr = 2 la funzione è ana-
litica e quindi sviluppabile in serie di Lau-
rcntconó:0-

llr
z-l z It--

z

=llr+az\ z

_t, I

zz"

=+ÀH'=

+4+ l=z'l
I

a-L L-LLL
2'4'R'"

-2 2 | S/r
z-2= 2-z= t_+= k\T

Fit. 4.7.5

=l-l

Sommaodo si ha:

I,l,l ,,, z,"',-1,...7+7+-+ I +7+ 4 + I +...

c) All'intemo della corona circolare di ra8gi Rr : 2 e Àz : oo la funzione è analitica
e quindi sviluppabile in serie di Laurent con A = 0:

Fis.4.7.4
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4,8.- Serie trigonomct .a
È una serie di funzioni del tipo:

i^ I,senlar * ,p,\: 2- (,4, sen,p,cos rx + /4, cos sn sen rr)r)n-=0 ,=o

dove ,4n, gn e -x sono reali.
Ponendo .4,cos g, - bn. An sen <p, : a4 peî n - 1,2,... e,qosen co : 2
venta: 2

4+ i (o,.orn" + ó,sennx,2 ,,=r'" '

che si riduce alla serie di seni

! ,,,"n,"
se a, - 0 per r? : I,2,..., e alla serie di coseni

q+ i o""o.rt2 o=t

seb":0pern= 1,2,,,,
Siccome il termine generale

a.cosnx ! bnsennx

è periodico di periodo 2zr, la serie può essere studiata in un qualunque inte allo di am-
piezza 2z e, se è convcrgente, la sua somma S(.x) è pùrc periodica di periodo 2zr.

4.9.- Relazione tra coelficierii e somma in un{ s4ri€ t goromettica
Se la serie [4.8.2] è uniformemente convergente in tutto I'intervallo (-a., r) e ha

somma S(-r), sono verificate le seguenti relazioni:

ao=![" slt ax

a: I l-", stù"o",, a,

6": ! [" s1,1""nn, d,
conn= 1,2,...
Per ipotesi, infatti, si ha

s(x) = + -r,i, (a"coszx * ó"sennx) t4.e.3l

Moltiplicando la [4.9.3] per cos Èr con /r = 0, 1,2, ... e inregrando tra - T e ,r si ottiene:

| ", s{r) 
"o" 

k* d* = } [-",.o" n a, + I-". 2, {o, 
"o" 

r, 
"os 

kx ! b^ sen nx cos kx) dx

--3il3I= [4.8. r]

la [4.8.1] di-

[4.8.2]

:-!(,na*4*4*...)
z\ z z z I

Sommando si ha:

- I 3 't 15
l\zi:-- - --t - -i - ---- - ...zzzz

d) Nella corona di raggi ,Rr = I e À2: e e
con centro in z = I la funzione./(z) è anali-
tica e sviluppabile in serie di Laur€nt con
b = l.
Ponendo z - I = tsiha:

-. 12t\zt:;- t_l
Siccome lz- ll: lfl > I siha: Fis.A.j.j

2 - 2 _2ifrì._z(r*i_i* 
)=,-t ,(,_l-'!'-o\tt-

222222
t I r" "' (z-t)'(z- t)''12-1;'' '

Sostituendo si ba lo sviluppo in serie di Laurent:

_ | 2 2 -i 2 2Jtzt:-z-1- r-t- (r_ l,-- ..= r_l
e) Nella aoroDa di raggi lRr = 0 e À2 : I e cen-

tro ir z : 2 la f(z) è analitica e sviluppabile
in serie di Laurent con ó = 2.
Ponendo z - 2: rsiha

t2Itzt=---
Siccomelz-21 = lfl < lsiha:

*=,E"<-0, = r - r + îz - t1 +... =

- j -(z- 2) * \z - 2)'1 - (z - 2)1 + ...

)
f@: 

="t 
e 2\t(z 2t,-(2.2)i r...

[4.e. r]

Í4.e.21

. Fig. 4.7.8

Fig.4.7.6
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Siccome

lao cos nrcos /rx * ó,senz.rcos&tl ( lancosax * ó,senzrl [G3ser o lcorÈrl < r]
dalla uniforme convergenza.della [4.9.3] e pcr la condizione necessaria e sufficieDte (cfr.
$1.4) consegue la convergenzs uoiforme della serie

,i, {o, 
"o. 

nr 
"o, 

k" * ó,senzxcosÈr)

per cui si può iategrare yrr serie e scrivcre:

I-, s(*\ cosk, a* = f I-".*"r* a* +

+ ,i, [/ 
" * 

"or 
rr .osk* d* + !_", b.senaxcos /<x dr] [4.9.4]

L".r<*)""no, o, : $ I",nolo a, +

+ ,i,l! 
",o""o"n'senkx 

ax + l-".

Tenendo presente che

I-".""n' kt ù' =
e che perr + fr si ha:

SERIE DI fuNzroNr - EsERcIzr

b,sennxsenkxdxf Í4.9.51

L I - cos 2kx

-î- 
dx = zt

Tengndo presente che

I-',"o"k* dr=o [-',.*rt,ar=o !-'*"^'u ar=[-",

e che quindi per n * &, per effetto dei primi due integrali si ha:

I-'*nnrrnor, a* = ["
cos(&-a)r-coE(k+n)x dx=0

la [4.9.51 permette di dcterminare le [4.9.2]; infatti per t = l, 2, ... la [4.9.5] diventa:

I 
** 

s{*'1""n, d." = !-", brsen' x dx = b,o

l-"* s{r1 
""n2, 

d* = [-", b'".o' 2' d, : brn

f" s1r; r"n,r" dr = I-",b,""n'rt dr= b,,
e quindi:

b,: ! [" .i(x) scn zx dx

4.10.- Scdc di Fouricr
Supponiamo che lafunzioneflx), aveítc pcriodo 2r, ammetta nellìntervallo (- zr, zr)

i seguenti integrali:

oo = ! [" si*1 a,

o. = ![" n*1"o"n, d,

u: f, l-",r{ònnn a' n = r,2,. .

detti co€fficienti di Fourier dclla funzionc.f(r). La serie trigonom€trica [4.8.2] averte Ècr
cocfficienti i precedenti integÌali viene detta sede di Fourier associata alla funzione/(i);
€ssa può essere:

I-",rork*'o"n*dr=tf=/: cos ('k * z)x t cos(& - n)x ,' - o

I-", s"n * 
"o" 

k, d, = t,l =/" !9!El9il-!9!E--0r d, = 0

la [4.9.4] permette di determioare le rel^zioni [4.9.t]; infatri peÌ & = 0, l,2, ... le [4.9.4] di-
venta:

8tùa,=$[-" ax= o",1""

I-", s{r) 
"o" 

t a* : l-on o, 
"o" 

* .o" , d* = or"

I-".s(*)"o"2, d, = I-".orcos2r"o"2t d* = or,

îi
J." S(x) cos zx dx = J_.a,cos'nx dx = a,o

e quindi:

| ."
a.-ll S(x)coszx d-r7t'-r

Analogamente, se si moltiptica la [4.9.3] per senÈr con É = l,2,... si ottiene: l) div€rgentc
2) convergent€ con somrna {.r) */(r)
3) convergente con somma S(r) =fx)

8t

CÎr. P.ll, Corso propedeutico di motemalíco, i4.5, formulo di Wemet.
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Nel telzo caso si dicc che la funzione/(.x) è la somma della seîic di Fourier associata alla
/(r); più brevcmente che lal(x) è sviluppabile in serie di Fourier.

4.11.- Teorema fondrmetltrl€ di convergelzr

Si ricorda (cfr. P-2, Intrcduzione allo studio
delle funzioni, $4.4) che por punto di discontinuità di
prima specie di una funzionejf(x) si intende un punto
-x = c in cui esistono finiti il limite destro e quello si-
nistro e tali che:

rLm f(x\ = h tiy,. f(x) = t,

con lt =É b(t\.
Ciò preóesso possiamo enunciare, ometteldone Fig' 4'll r

la dimostrazione, il segùent€ tcorcma, valido per unafunzione periodica definita nell'inter-
vallo (- rr, z):

Nei punti in cui la funzione/(r) è continua e derivabile, o almeno è dotata di deri-
vata d€stra e sinistra, la serie di Fourier associata:

* * ,1, (a,cosn.x + ó,senm) (2)

lim
/'*0'

f(x+h)-î(x)
h

^ Í(, - 0) +/(r + 0)ù--- 2-
cioè alla media dei limiti desho e sinistro nel punto di discontinuità.
Si ricorda che i due limiti considerati sono, rispettivamentc, la pseudoderivata sini-
stra /-*(x) e la pseudoderivata destra jf,+(r). Si ricordi inoltre che la pseudoderi-
vata destra [sitristra] coincide con la deiivata destra lsinistra] se è/(x) =/(.l + 0)
vG)=f(x_0\1.

Il precedente teorema fornisce condizioni sufficienti ma non necessarie per la conver-
Eenza.
Esempi.

(r) Nel seguito, per brevità, indicheremo con/(r-0) il valore del limite siristro della funzion€
in un g€nerico punto i. e conl(.r + 0) il valore del limite destro.

(,) Il termine + è il valore medio detta 1x1 ctre è dato aa f |-",ltl *

82

oo=![" 19a, o^=L[" y1*1.o"n, d, 6.=L[" 1*1""nn* d,

è convergente e la sua somma è S :j(r).
Nei punti di discontinuità di prima specie in cui esistono finiti i limiti:

lim
h- o-

la serie converge a

f(x+h)-Í(x)
h

=qr

9,1.
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La funzione periodica, di periodo 2tr, definita da

f(x): r -z ( x( z
avente il diagramma indicato in fig. 4.11.2 è continua in tutto llntervallo csclùsi gli

estremi ove lresenta discontinuità di prima specie. Essa quindi ammette lo sviluppo
in serie di Fourier.

Ftg.4.11.2

I coellicienti dello sviluppo sono:

o^=L[" r4t=s

6, = L [",*""nn, d'= t[-,*, I, . * I_, ry * :
:2sry.'

n

2(,*'- j14+'"1" *...+(-rf-r "Ir- )

evale/(.r)=rneipuntidell'intervallo[-ur,ur]ezeronegli€strcmiI=Tndoveè

nulla la media aritmetica deilimiti destro e sinisiro' cioè -'-j " :0.

Se consideriamo invece la funzione così definita:

!ot*1:, pet - r 1x1t
le(x)=Q Pe1 Y=j7
essaha come sviluppo ancola la [4. I l.l] che però converge a g(r) in tutto I'intervallo
chiuso (- n, r), in quanto la somma della serie agli estremi vale zero come la fun-
zione.

La funzione periodica, di p€riodo 2t, deîinita da

.f@): i -rr(r( zr

avente il diagramrna di fig. 4,11.3 è continua nell'intervallo chiuso, dedvabile nell'in-

tervallo aperto e dotata di derivate destra e sinistra agli estremi, e quindi ammette lo

sen z.x -

4

2 cos ntr

La serie è perciò:

[4. ] l.l]
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sviluppo in ecric di Fouder i cui coefficienti soDo deti da:

^= ,!I",t *=!,,

^ = j I-". i *,, a, = t[", xv:.:l 
_

2-t sen n-r
n

= =[='*J" -,,t I) y * = $"o"no = (- ry +
o. : I I-". s no^ d, = L[-!-e"!!L * * I) *":,, * =

sen ft--dx=0

Si osservi che:
l) per I = rr si ottiene:

o'= l._l , I S te _jr_T+T* =1i
., 

cioè il valore dellu ,".i" *rnooi"" f,"o eîalizzata per p = 2;2) per x = 0 si ottiene:

o'=r __r,l è rt2 
_ _tr _ V + T _... = 1 Er_,f_,

cbe è la serie prccede*"on ,"gni ulì"-i.

SERrE DI FUNzroNt - EsERcrzI

4.12.- lntervallo di inte$tzione di frnzione pefodicr
Se una funzione./(r), dcfinita su tutto I'asse reale, è periodica di periodo ?, I'integralc

esteso a qualunque intervallo di ampiezza T, non dipende dalla posizione dell'interiallo
sull'asse reale ossia ltntegralc

.a+T -T
l. l,t ax = Jo Í{òax

non dipende dal valore di a.
Nel calcolo dei coeflicienti di Fourier I'intervallo di integrazione (- z, zr) può essere

perciò sostituito con un qualunqùe intervallo (a,a I 2fl di aÀpiezzz2tr.

4.13.- Serie di Fourier di funzioni pad e dispií
Una funzione/(r) è pari nell'intervallo (- a, a) quando/(- r) = /(x) (vedi fig. 4.13.l);

per essa si ha:

ft îz
J_ 

"ÍG) 
a, = 2 Jo ftxl dx

Una îunzione è dispari nell'intervallo (- a, a) quando/(- ,) = -/(x) (vedi frg. 4. I 3.2);
per essa si ha:

f"J "ÍG)dx=0

Fig.4.t3.r Fig.4.t3.2

,_ . Pertanto s€ si sviluppa in seríe di Fourier una îunzione pari, tenendo pr€sente che
/(r) cos ru è pari mentre/(x) setr z* è dispari, si ha:

I î' - 2 î"
^-_-J_,fl*)dx =:lo fk\ dx

,"=!f "1r1"orrrr dt =Z[" frxrcosnÌ d-r1T--r T"0 - '

I ît
b,= =l .f(x\ser.x dx =0

ossia lo sviluppo è costituito da um serie di coscni.84
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Analogamente, se/(r) è dispari,/(r)cos zr è dispari mentre/(r) sennr è pari, per cui

^=![" 
p1a, =o

a^ = L [" 11r1"o",o d, = o

ossia lo sviluppo è costituito da una serie di seni.

Esempi.

9ó. La funzione dell'esempio 95 è pari c quindi sviluppabile in serie di coseni con i coeffi-
cienti dati da:

2Í". 2,
on=-l x'dX=-.altT"o J

2 l" t
a. =;Jo )c cosnÌ ar -

b"=0

97. La funzione delltsempio 94 è disPari e quindi sviluppabile in serie di seni con i coelli-
cienti dati da:

oo=ar=0
1 îÌ 'l .

6,=LJ, xsernx dx = lcrr es %] =:(- l)'.1

4.14.- Syiluppo in Eeric di Foùi€r di funzione non perlodica

Una funzione /(x) definita nell'intervallo (0, zr) può essere sviluppata sia in serie di
coseni sia in serie di ioni. Infatti è possibile definirla in (- r,0) in modo che risulti pari in
(- z, r) [basta porre Í(- x) : Jíx)']:

f(x) = f(tc) in (0,z)

Jíx): f(- x) in (-ur,0)

e, analogamente, è possibile definirla in (- r,0) in modo che risùlti dispari [basta porre

Í(- x) = -f,(x)ll
fz(x) = f(x) in (0, zr)

fz(x) = -f(-x) in (-2,0)

È poi possibile prolungare la definizione dilr(I) or(d su tutto I'intervalo [- cÉ, +€]
in moào àa ottcnère unà funzione pedodica. Nel primo caso (funzione pari) alla

/(r) : /(r) è associabile una serie di Fourier di soli coseni:

86

6,: L l-" n4""nn, d, : Z 
[0" 1,1""nn* d*

1cr..cs.ss1 =1*rY{

SERrE Dt FUNZIoNI - EsERcIzr

flxl=f(x\- t* *2, a^cosnt (tl

e nel secondo caso (funzione dispad) una serie di soli seni:

f(x) = f,(x) - 2, ,,nr.,,
In questi casi si parla, risp€ttivamente, di prolungamento pari c di prolungamcnto di-

spari della/(.x).
Esempi.

9E. La funzione.;f(r) : I con 0 ( r ( zr può essere sviluppata sia in serie di coseni sia in
seriedisenlinfattilafunzionejF(.r)=Ì'zcon-rr(r(zrèpariequindisviluppa-
bile in seric di coseni (€sompi 95 e 96).

La funzione:

fz(x) = tz in 0(x(rr
Íz(x)= -*t in -rr(x(0

Fl!. {.14.1

è dispari in (- a', r) (fig.4.14.1) e quindi sviluppabile in serie di seni i cui cciefficienti
sono dati da:

b"=Z[" lsennxdr- 2 [-7 cosnrl" *2 f" *cosnx o*=T'o rl n Jo t.h n

2 , 4[ senarl' 4 Î" senr*
= 

- 
l- f-cos rnl + 

- 
lÌ-lnr' nrL n lo nîJo n

2tr 4 [ cos arl"
n nÌL n J0

2r
21 4 t-; Pertt Parr

n n 
; - î; perndisPari

(') Il simbolo (-) usato alposto del simbolo (:) evidenzia il fatto che la serie coincide con la funzione
solo nei punti in cui questutima è derivabile. Neipunti, ad csempio, di d iscontinìritÀ di prihÈ spc-
cie I'uguaglianza non sussisE.

8',1
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Quindi lo sútuppo in serie per 0 ( r ( 
" 

è dato da:

,, : (zo -a),"n" - f ,"n2" * (+ - +") *n3.r - ... =

=r"(,""*-:sy* seo-3x - ..)-f(*",+Ef *"#* 
J

ln.r = z si ha una discontinuità di prima specie, esistono le derivate destra e sini-
stra, e quindi la serie converge a ,S = 0, media dei limiti destro e sinistro della fun-
?lone ln tî.

sia in serie di seni
lla jf(r) si ottiene
di scni avente per

, 2f" . t0 Deîn+l,, = ._ I sen xsen nx dx = ',,î"o \l perr= I

per cui si ha:

jfr(Ì) = ót sen.x = senr

îisultato noto in partenza.

Fi8.4.t4.2

Con un prolungamento pari della /(d si otricne ,(Ì) = sen lrl in (- r, n) (fig.
4.14.2) sviluppabile in rcrie di coseni aventc per coefficienti:

^=Zf"r"rrrdr:a7Í "o ,f

o, = a{" r"nr"o" r*=L!0" 
".n2, 

*:o
epsrn+l

o' = 1{ " ."ot"o, ,, o* - 2 

f* 
sen(l r nlxtsenll -nlx or-

_ I [-cos(l * r;x cos(n - l)r'1"-;t t+, --r-t -1"=

8E
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I f I-cos(l * n\zr -l *cos(n- l)rrl:;t r+, - ,-t l:
I /l*cosnn l*cosarr\
rrl r*l n-l I

-21 * cosnzr) t0 per r dispari

r(n'- t) t ?l;r5 p".n o".i

Quindi per 0 ( r .r< a' si ha:

2 4 I cos2x cos4r cos ó-r ì
senx = - - -trr=T + ;-1 + ;:;1 +...J

4.15.- Serie di Fourier ln forma complcsra

Dalle formule di Eulero:

eF: cosr *jsenx
sommando e sothaendo si otticn€:

{ + et!

el'= cosx - jsenx

cos, = 2_
per cui, sostituendo,la serie di Fourier diventa:

Í@ = + * 
"i, 

(o' cos rr* + ó" sen nx) :

2j

:+.ÌF.ry-ib"t-i:)=
- o' _, i l o"_j!! .;^ , a, + jó, -1)-2'l-.\ 2 '' 2 'l

ao a. - jb, a" I jb"
Ponenoo ora: -T = "" ---i- = cn --n- = c .

si otti€ne:

Í(')=co! i (""y'*+","t) : 2 ",d-'=l
che è appulto la s€ri€ di Foùrier in forma complessa.

4.16.- Seric di Fouricr di funzione pefiodice di periodo 2t
Per sviluppare in serie di Fourier una funzione;f(n) periodica di periodo 2À definita

nell'intervallo (-À, L) si opera il cambiamento di variabile

À
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in base al quale si ottiene la funzione di ,

/lÀ'l
di periodo 2n e definita nellìntorvallo (-?r, rr) pcr la quale valgono lutte Ie consid€raziod
precedeDti. In particolare si ha il solito sviluppo

-/,t \ a^ ú
flt tl= ; * >,(an cos nr + ón sen rt)

dove: ^=|[-",rff,)"
o, = L [" r(t' ,l.o"n d,

,t J-"- \1r I

u"=![_",t(L)*"^ o,

Essendo r=*r e ú = { dx,le precedenti formule, sostituendo, diventano:ÀÀ.
I f^ao= 
^ 

J_^"flx) dx

lf'* = |J_^ft'l"orffa* [4.ró.r]

tî^
a, = fJ_^.rt"l'.n ffa'

aa - f + i(^"o. ff + a,,"nry^ 
)

che è appunto la serie di Fourier associata a una funzione periodica di periodo 2)t.

Esempi,

100. Vediamo dove è sviluppabile in serie di Fourier la funzione periodica, di periodo
?\ = ó, cosl definita:

tox Der 0(x(3ttlt = I\0 per -3(x(0
Il diagramma della funzione è quello rappresentato in fig, 4.1ó,l. Da esso si può os-
servare che la funzione è continua in [-3,3] e agli estremi presenta discontinùità di
prima specie.
I coefficienti della serie sono dati dalle [4.16.1]:

^ = f ./!ir<'l r' = ! l-', o, a*= [csccndorx) = 0 in ( r,r,] = + I * a* : ] o

90
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-*1,' ,""+*J=^=+1,'

-1
u.:+1, nÌx a

axsen 1 dx=l

3a I norlJ
= _ ------T l_ cos ^ l:n1f L J lo

.ì
ntrx Icos 3 aJ:

I nox 1JI sen- |lacosnrî al 3 I
' n1ìl nÌ It-tI 3 Jo

3a
= - - 

cos /|7r

quindi losviluppo ir scrie per -3 < t < 3 è dato da:

.f{ò = } a +p te+-, """ ry - lsz 
""" ryl

In r = + 3 esistono finite le pseudodsrivate

f!(x3)=a ,ft(+3) = 0

pertanto la serie di Fourier associata alla funzione è convergente e ha p€r soE-úa

fl+3-0)+ flf 3r-0) 3a*0 3

"=________'-=2=To
che è diverso dal valorc che la funzione assume iú tali punli M-3) = 0,,,(3) = 3al.
Pertanto in x = t 3 la funzione non è sviluppabile in serie di Fourier.

101. Sviluppiamo in serie di Fourier la funzione periodica" di periodo 2t, così definita:

ta oer 0(r(À
'/(.x): \-o per r(r(2À

Fig, a.r6.l

9l
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il cui diagramma è quello rappresentato in hg. 4.16.2. Da esso si vede che la funzione
presenta disc.ntinuita di prirna specie in x = 0 e x = À.

Fig. 4.162

In base a quanto detto al g4-12 sulllntervallo di integrazione i coelticierti [4.16.1]
diventano:

^=+Iì r@d.=+lo 
^o*=+',[^ 

oa,-!1,' oa,=o

* = * I, "*"T * - + I^" o"o, ff a" =

f nor l^ I n''t1
:.1'"'^ l_,1*'Tl =n- ,\ [-ra l, 

- r[---ll 
]^ 

= "

n=*f^,*,.l;l * - +l^ o""nff a, =

2n: 
- 

(l - cos4n) = /0 per z pari
\ ilz

- 
per z dEpan

Quindi si ha:

f(x\

che è lo sviluppo in seric di Fourier di un'onda rettangolarc negli interyalli [0, À.] é'
[]., 2),1.

FiE. 4.r6.3

=*(,*+***"T +|*"f +. 
)

92

Vediamo cosasuccede in x = 0 e in x : ì,. e passando ai corrispondenti sviluppi.
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In entrambi i punti esistono hnite le pseudodedvate:

Í-* (0) = f (o) = f_j(À) = /.r(À) = 0

Í(0) = f(t\) = o+ s

La funzione dell'esempio l0l è dispari per cui si ha:

quindi la serie di Fourier associata alla funzione è convergehte ed ha somma ,i = 0,
pari alla media dei limiti destro e siaistro della funzione in ciascuno dei due punti.
Poiché

in detti punti la funzionc non è sviluppabile in serie di Fourier.

SERIE DI FoURIER DI FUNZIoNI PARI E DISPARI

Se la fùnzione/(r) èpariin (-)r,I) le [4.16.1] diventano:

^=ll"^ talo, o,=l[o^ Ír*l"o"ffo' b,=o r4.16.2.J

e la serie di Fourier associata è una serie di soli coseni:

-, ar/(rr--=-4fo""o.I1I2:JÀ
Se lal(r) è dispari in (-)\, )\) si ha:

ao= a^=o t,=l[,^ rcl*,ffu,
e la serie di Fourier associata è una serie di soli seni:

[4.r6.3]

,f(x) - I b,"eoT!
n=l

SERrE DI FouRrER Dr FUNZIoNI NoN pERIoDrcr{E

,"=+l^ o""nffa, 2a
= 

-(l - cOS n?r)
n1î

-Una 
funzione/(r) non periodica in (0, À) può essere sviluppata in serie di coseni deh_

nendo la funzione pari

ft(x) = f(x) in (0,I)
f(x) =f(-x) in (-À,0)

oppure in serie di seni definendo la funzione dispari

-fz(x) = f(x\ in (0,À)

,(r) = _/(_,) in (_),,0)
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Eeempio.

102, La funzione/(x) = c per 0 ( x ( )r può essere sviluppata nella serie di soli s€ni della
funzione./(r) dispari così dehnita:

Jíx):a in 0(x()\
Í(x) =-a in-)t(r(0
che è la funzione dell'escmpio l0l.

FoRMA coMPLEssA

Sostituendo

ii +l'T
't

nella

- o" . S/ nÍx ,rr\
/(x)---+).ta"cos À +Ó"sen-À 

/z h_= |

e, procedendo in rnodo del tutto analogo e quanto visto nel $.4.15, si ottiene lo sviluppo in
forma complessa:

dove
ao a^ - jb, 

- a,|jb"
"o:-l ".=-î- "-: --2

4,17.- f,sercizi proposti

103. Sviluppare/(r) = cos x in 0 ( x ( z in serie di seni.

lM. Svilùppare in serie di Fourier la seguente funzione periodicè (periodo 2f, : 8):

r-x oer -4(x(0l(x)= \r p., o(x(4
105. Svilupparc in serie di Fourier la seguente funzione avente periodo 2À' = l0:

Í(x\= ax 0(x(10 a)0
106, Svilupparc in serie di Fourier lbnd4, costituita dai triargoli isosceli aventi base À e

ahezza h= aI/2, tappresen-
tata in figura 4.17.1.

;T -"-'#senÀ=ntxcos À-

nr1 = \ c,e' ^

Fis. 4.17.1

95
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Soluzioni degli €sercizi proposti

103. Effettuando un prolungamento dispari di/(x) si ha:

/r(x): cosx in 0(r(a
f(x)=-cosx in -ur(x(0

Fig. ,1.U.2

e quindi i coefficienti dello sviluppo sono dati da:

ó" : a I cos rsen zr: dr
7r "o

I [-cosl I + ,ì-x]"
zrl t+n j"

- 2 f " sen(l +r)r+seri(r- l)r ,- iJn ----------î- "' =
.Il-cosln-l)r]"'z[ n-t l"

104.

- I l-cos(l * n)z-Il, -cos(n- l)zr* ll-;\ r+, T n-r ,=

- lJcoszrr* l_,- cosnrr* lì_70 per n dispari
r\ t+z ' n-l ,l -\ 4n

;64 Per n Pan

Quindiper0 ( x ( zsiha:

"or"=al4r.oz"*4sen4x*...1 = 
g f nt:nzn"

7r \J lJ / 1t :=1 4n'- |

ll diagramma della funzione è qù€llo rappresentato in fig. 4.17.3.

Fis.4.17.3
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Sicrcome la funzione è pari valgono le forrnule [4.]ó.2]:

ao=al x dx=44'o

nÌx-2xcosJ-dx=?

4

= --+r(l - coszÌ)nrf
0

..=+1,'
î nor ln

ff1.-*f'
- , [-*'Tl-- 

"" l-- ". Ilol
Quindi lo sviluppo è:

Í(x\=2- t f t -cgszr'.orrTl=
t*-tn4

=r- *("*f,+f*f +**** 
)

nell'intervallo chiuso (-4, 4) perché la funzione è continua.

105. ll diagramma della funzione è quello rappresentato in fig. 4.17.4.

Fi9.4.11.4

In base alla proprieta dele funzioni periodichc (cfr. $4.12) si ha:

o" : I |ou r{o 6, = ! [o'o o, d, -- too

" = *f '' o*"o"ffa' = |[:lg, l'- *f '' *" T'l=tl 5J. I

96

5a I nr.tlto: -;t-[-cos-5 lo:0
97

u,=![,'".'* ry''=1
l0

0
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* *1"
nÍxìcos 5 dxl=

n7f

Quindi per 0 ( r ( l0lo sviluppo è:

104 S I nlÍxflxl=ta--, -sen -_:-n *tt=t n )

Per r = 0, estîemo sinisùo det campo di dehnizione della/(t), la serie vale 5a cioè la
media aritmetica dei limiti destro e sinistro:

lOa+0
2

Se considcriano invece la funzione cosl dcfinita:

(ok1= o* per0 ( r ( l0
lP(x) = 5a Perx = 0

[s(x) = 5a perx= l0
essa ha lo stesso sviluppo in serie della precedente che però in questo caso converge.a
(,(r) in tutti i putrti dell'tntervallo chiwo (0, l0).

106. Nefl'intervallo (0, ).) la spezzata si può definire con la seguetrte fun"jone:

.tx n", O<"< |
-ox! aX w. |<*<L

pcr cui lbnda è una funzione periodica dispari, di periodo 2\, sviluppabile ir serie di
seni.
Si osservi che ra derivara de'a funzione è, 

trÍ}="_ " ll fi)1r1,
I coefficienti dello sviluppo sono allora:

u. = | ["'r<,t* ff o, = - ]llew, o=^ j. -f ],o"* T rl =

= - *[[nr*'#]. - *h,r'* *^ 
l,l =

= - * [[,,*,:^ ]'" + [,r - o")"o,:^ 
]^,, 

*

]," * [-,*"*^ ]i,J]=

/(") = (
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2 Î aX nt a)\ nÌ )\ / n1r ".ll= - -[i-cos -- - f-cos 2 - - lasen t + asen t =
4ùr n1r 8à nt: ----.i---r- sen 

- 
: 

-.en 
-n'Í' 2 n't' 2

Lo sviluppo della funzione è quindi:

Shl Ìx I 3rx I 5nx \
Jlx, = ---r \sen À - tsen-À- + 

25 
sen )\ - .../

4.18. Temi d'caime

l0?. Data la serie i =!U - e)o dererminare il $uo intervallo di convergenza preci-
*_r_,, né, .

sandone il compoÉamento anche agli estrcmi di detto intervallo. Calcolare poi la
somma di tale serie in tutto il suo intervallo di convergeDza.

l0t. Determinare (nel piano Ì, y) il campo di convergenza della serie:

EE+.;, (z=x*jy).

109. Trovare, peÌ ogni determinazione dijr, i cetchi di convergenza della serie

:- , I,

S ,,,,,,--Lp- ez'l (z- x + Jy)

e dire inazione di j, per cui il co
Eenza se/. In corrispondenza de
jr prec della serie nei punti di int
convergenza con I'asse x.

110. Determinare (nel piano x, y) I'insieme di convergenza della serie

i_f",,r-,, (z:xr1y)
n=l n2
precisando se è aperto o chiuso. Dire poi dove la serie converge uniformemente.

1ll. Determinare il campo di convergcnza della serie

É. .." (Thr)'"''
L\-t, l4tli-
e disegnarlo nel piano di Gauss, Utilizzando una nota serie di Mac Laurin, calcolare,
ove esiste, la somma della serie data.

98
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Determinare l'insieme di convergenza della serie

t t lf-z:rY
*L=, nlog' n \ "+ tfi I

e disegnarlo nel piano x, y precisando se è aperto o chiuso.

Studiare, per x * 0 reale, il carattcrc della serie

Sx- I

e deterniname la somma nei punti di convetgenza, Disegnare poi il grafico di tale
somma e dire se la serie converge uniformemente nellìntervallo (1,2) (sì, no, perché)

It4. Data la serie di funzioni

èr r

pln @+t\"
determinare il carattere della serie per x = l; dire se è lecito applicare il teorema di
derivazione per serie nel'intervallo (1,2) e, in caso affermativo, calcolare la derivata
della somrna in .x = 1.

S/.Dz+t\' j
115. Data Ia serie ) .l 

- 
l'-Ètr --L.r1 r 4-n-l\. t v- t '

a) determinare, nel piano r, y, I'insieme di convergenza;
b) dire, giustificando la risposta, se la serie converge uniformemerte nel quadrato T:

-ta -/l0(r(5 0( v( -ts2'Z

l1ó. Determinare nel piano x,y I'insieme di convergenza della serie:

E#(?-J (2=x*jy)

rl3.

ll7.

ll8.

e precisare, in particolarc, se z = -l appartiene a tale insieme. Dire poi dove la serie

converge unif ormemente.

Determinare il campo di convergenza della serie

;*(t=t) (-+) G--xt.sv)

e dire se tale sed€ converge per z : - l. Indicare poi sull'asse immaginario ur inter-
vallo di convergenza uniforme.

Date le due s€rie

^:EEI n: f 1-1y 
(a'"n'rf

a) precisare gli insiemi di convergenza e di assoluta convergenza;
b) dire per quali valori di t è lecito esegùirne il prodotto alla Cauchy;
c) per tali valori di x scrivere la serie prodotto (scdvere esplicitamente I'espressione

dei primi tre termini) e calcolarne la somma.

99



SERIE Dr FUNZIoNI 
- EsERcIzI

119, Verihcare che la serie
q

\evffii:a.t
coDverge per x : 2, e che la serie delle derivate converge uniformernente in (1,3).
Calcolare o'(2) (applicando il teorema di derivazione per serie) con un errore minore
di l0 '.

120. Data la serie

I..,r'-4 .(ai ) e=x* jv)

d e se la serie converge assolutamente nelp nel punto z = 5j/2 e dare un valore ap_p re di t0-,.

l2l. ln quale insieme del piano.r, y converge la serie

Z e' Q=xt jy)

e guanto vale la sua somma? Dire inoltre dove tale somma è reale.

122. Utilizzando i noti teoremi sulle serie di potenze, studiare, per 0 ( x ( z, la serie

St-tr/ t _,Y
,2.=, loga \senx 'I
determinando gli intewalli di convergenza semplice ed assoluta. Precisare se tali in-
tervalli sono apeti o chiusi.

123. Determinare, nel piano di Gauss, il campo di convergenza della serie

.pr,t=i,'i-í.+l k - x+ Jylr/rt J 1n\ z t

verificare che 9(l6j) è reale e calcolarla con un errore minore di l0-3.

124. Determinare I'insieme di convergenza dclla se €

Sr t le'' t\') -sen*l-l#/t n" n\ez'+l l
e disegnarlo nel piano di Gauss. Precisare inoltre il comportamento della serie anche
sulla frontiera di tale insieme e det€rminare I'irisieme di convergenza uniforme,

125. Data la serie rrigonometrica: I + i "ot 1tt2nl
a) verificare che la somma/(x) è continua su tutto I'asse reale e determinarne il pe-

riodo; dire inoltre dove essa è dotata di derivate prima e seconda continue utiliz-
zando successivamente il teorema di derivazione per serie;

b) ricordando una nota serie di pot€nz€ calcolare il valore di/(r) per r : 2k (k : 0,
tl,t2,...) e disegnarne il grafico in un intorno di rali punti;

100
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c) verificare infine c he isuna I fG)dx: m (n1 : 1,2,3,..-l
È lecito dedurre da questo cherf(.r) non è integrabile in senso generalizzato nell'in-
tervallo (0, + oo]?

12ó. Dete.minare I'insieme (aperto) di convergenza della serie:

(z=x+jy,z=x-jy)

e disegnarlo nel piano di Gauss.

127. onc/(x) dispa
z, disegname
i coefficienti.

plicemente e u

128. Data la funzione /(x) = sen2x per 0 S x ( zr, pari, per
gnarne il grafico in (- z, 3ur). Svilupparla in serie di Fou
dei coefficienti e calcolandone i primì due. Dire infine, in
tale, se la serie di Fourier converge in (0,22) precisandone la somma in f = 5n/4.

129. Data lafunzione

l"t'ì= /cosx Pet 0(x(ni2
\ sen r per r,121x{2t

periodica di pe odo 2'r, disegnarne il grafico nell'intervallo (-2r,4r); scrivere la
serie di Fourier ad essa associata indicando l,espressione dei coefficienti e calcolando
ao e òr. Dire, in base al teorema fondamentale, se la serie scritta è convergente nei
pùnti )c = î12, x ='lzr/3. In caso affermativo precisarne la somma.

130. Data lafunzione

rt,r: ( tE Per 0(x(z/2
\0 per r/2(,r( z

pari, periodica di periodo 2r', disegnarne il grafico nelllntervallo (- zr,3n); scrivere la
serie di Fourier associata indicando I'espressione dei coefficienti e calcolando oa. Dire
(in base al teorema fondamentale) se si pùò af{ermare che la seric scritta è conver-
gente nei punti r : 0, x = T12, x = 9tÌ14. In caso affermativo precisarne la somma.

l3l. Disegnare nell'intervallo (- 3, 6) il grahco della funzione periodica dispari, di periodo
6, dcfinita ponendo per 0 ( -r ( l
fr*t= (G - llr Per 0(x(2

\l per 2(-r(3
Riconoscere che esiste la serie di Fourier associata alla funzione data e scrivere tale
seú€ indicando I'espressione dei coeîficienti. Dire poi se la serie converge nei punti
0 ( r ( 3 e in caso affermativo determinarne la somma.

132. Sia data la seguente funzionc periodica di periodo 3:
1 ^ ,,

, , 'lh- 
Per u<xs j

llÌ): I '" \,1 -lper l(x(3

l0l
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Disegnarne il grafico nell'intervallo (- 3,3), verificare che alla/(r) è associabile ùna
serie di Fourier, indicare inoltre I'espr€ssione dei coefficienti di sviluppo, calcolan-
done il primo. In base al teorema fondamenta.le studiare la convergenza della Eerie
nell'intervallo [0,3); dire infine nell'intorno di quali punri dcll'inrervallo [0,3) la/(r) è

svìluppabile in serie di Taylor.

Soluzioni dei temi propocti

l0?, Posto I-: = - t la serie diventa:
e

i t-u"_ i,_,r4=_ i,_,y ,4;an;=n7rn
cioè risulta, a meno del segno, lo sviluppo in serie di Mac Laurin della funzione
log(l * r) (cfr. [2.] l.l]). Quindi la serie data nelllntervallo - I < I < l, cioè:

-l <'-"< I - -e1e- x4e - -2e1-x(0 - 04x12e
e

converge ed ha per somma:
i -_ *\s: -ros(t + r) =-los[l *-):-t"eT= Iose - los (2.e - x) :

:l-1oe(2e-x)
In particolare, nell'estremo r: 0 la somma risulta S: -log2; nellbltro estremo
r = 2e la serie diverge,

108. Posto

zt6
2z-91

la serie data diventa ! r' cioè una serie geometrica conv€rgente, comc è noto, per
,=0

lll ( I. Il carnpo di convergenza è quello per cui è:

l+-+l< r - txr jy t 61 1l2x t 2jy ejl
I zz - tJl" (-r + 6)2 + y2 < 4x2 -r 12y - 9)'1

x'+yt-4x-t2yrl5)o
(x-2)2+At-6)'z-25>o

cioè è I'insieme dei punti esterni al cerchio avente centro nel punto di coordinate
xo:2eyo= 6eraggioR:5.

109. È una serie di potenze (cfr. $4.5). Applicando il criterio del rapporto si ha;
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Perché la serie converga questo limite deve essere minore di l, cioè:

l" * "ì"1.,r, = 1",(;'*),1 = " 
(I',*)

Quindi ad ogni valore di k corrisponde un cerchio di convergenza della serie avelte+" _ (l'"")
centro nel punto di coordinate xo = e' e lo:0 eraggio R=e \'
Poiché tutte le circonfercnze di convergenza hanno il centro sull'asse r, quella di essc
tangente all'asse JL, deve avere il raggio uguale all'arcissa del centro:

+" -(+*"')
e' :e "
; l- \

i":*li*2kî) - k:-l
La determinazione principale di jr si ha per & = 0; in tale caso ltquazione della cir-
confcrenza di convcrgenza è:

I rl f l
l"+;y-"t"1 :e 2 - (x - sî"12 ty'="'
e le sùe intersezioni con I'asse x si ottengono ponendoy = 0:

1r

+" 'txt=ez +e 2

.r-e. :ae -i +,'xr=et -e 2

Pet z : xr e z = n2 la serie data dà luogo alle segùenti due serie:

L-l
f rtrt'" t' : f ttry" t' _ 

"-;i ! 1rr)"Z-r il+4 l-,n-o J a-6 1i -;n rio
e'e'

nessuna delle quali è convergente; infatti i f*tl' , divergente in quanto ha il ter-
- o=o

mine generale che noD tende a zero e ,!o 
(- l)' è itta.,"..inata in quanto ha le som-

me parziali che nor atumettono limite (ro = l, sr = 0, sz = l, ...).

110. Posto r = l - | ci si riconduce ad una serie di potenze del tipo [4.3.1]. Applicando il
3

=5r-(;iJu,',=,',

Per lll ( l talelimireè< I ela serie espressa nella variabile I ha raggio di conver-
genza R - l; per il teorcma di Abel (cfr. $2.1) la serie è uniformcmente co[vergcnte
all'interno di tale cerchio. Per trovare I'insieme di convergenza e di uniforme conver-
genza della se e data risolviamo la diseqùazione:

ll=leÌ-tl<l - leÍ-Írzj'v-tl <t - /-Í-t <t -
_ ,r_yr_l<o

.. lz,*rl (" "i")t

r02

1_l
(z-e2"f+r ir+'r I

-rri--ilt]4-' 
-----, | = xm

J .1t I n .-
lz-e'l'l

r03
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Pefanto tale insieme è la regione apeÉ4 comprcsa tra i due rami dell'iperbole

i-v"=t
Nei puuti ltl = I della circonferenza di coovergenza, che corrispondono ai punti del-
I'iperbolc, la serie dei moduli div€nta:

$rL1

che è la serie armonica generalizzata
1

con p=f) l, convergente.

Quindi llnsieme di convergenza è
chiuso, quello di uniforure conver-
geÍza aperto.

-2eu cos2y 4 2eù cos2y

4 eb cos2y 2 O

cos2y 2 0

€ quindi per -[+ m<r<f,+ u

Fis. 4.1t.1

Posto Th z = I la serie data diventa:

ia r2'+r\ _- / r\t
/ra-)-t\')

che è lo sviluppo in serie di arctg r il cui raggio di convergenza è f = I (cfi. es. 20).
l,a scrie data converge per

l;-;'l
lrhzl (r - l7T;l =t - te"- rt<t€r'+tl

leà(cos2.y * j sen 2y) - ll ( let(cos2y * j sen2y) * tl
(e2' cos2y - l)2 + e4' seîz 2y ((ficos2y* l)1 + eo'sen12y

FiB. {.1t.2

ll2. Posto {-'r" *^t =, la serie data diventa la serie di potenzez* t/2
èt
pl ntog2 n

Applicando il crirerio del rapporto si ha:

104

ri, ltfr.:rl : r- I , /-: ntolz n | -i:-1", 1 i:- lta+ l)loer(z+ l) / l-
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n lopz a=)T-;{1,*ff{nr'r: r'r

Quindi la serie converge per ltl ( l,dacui:
t-li-trllu',"-='l<r - lt/1x+ jt/iy+ rl<lx+ jy+ \nlI z+ ll I

(Jixi t)2 *2y'z<1xr Jù'+ | - Ì+t]<r
Per ltl = I la serie dei moduli diventa:

èr
!'-', nlog2 n

che è convergente iD quanto:

Ltn + t nlog2 n
,, - 1"+ r11o;1"a U'-'

cioè la serie converge all'intemo del c€rchio di raggio unitado c centlo nellbriginc.

(si osservi che il limite del rapporto dÀ I e quindi il Fi!. a.18.3
crirerio del rappono, applicato in tal senso sa-
rebbe inefficace. Cfr. P.29, $3.4) per cui la scde data convgrge anche sulla circonfe-
renza di convergenza.

La serie data può esscre scritta

r,- r) i laì
I

Quale serie geomelrica di ragione : essa converge per

lrl
lll <t - x(-l .-r)llxl
e ha per somma:

s:(r- r)---l-=(x- ty-f =I
t--

x

[4.18.1]

Per.r = I tutti i t€rmini della seric si annullaoo o qùi[di la s€rie ha somma zero, men-
tre la [4.18.1] è definita per r # l.
La somma è quindi discontinua e
la serie non può essere uniforme-
mente convergente in (1,2), come
in ogni altro intervallo che con-
tenga.x = I (cf.. $1.7, N.B.). Per
x=-l la serie è indeterminata
perché la successione delle somme
parziali non ammette limite (si ha
infatti: Jo = -2, rr = 0, 12 = - 2,
sr = 0, ...). trit. 4.1E.{



SERIE Dr FUNzroNr - EsDRcrzr

Quale serie di potenze diverge per

lrl
l;l >' - -l(x(l
Il grafico delle somme è quello riportato in frg. 4.18.4.

Per x = I la serie diventa la seguente serie a termini positivi

firk "2'
che converge, infatti, per il criterio del confronto, si ha:

I _l -
,/ \ 

'; 

[= rermine gencrale scrie seometrica di ràsione t< lJ

Siccome per I s< * s< 2 si ha

| -l,(x+ l)'= 2'

la serie di funzioni è convergente nell'intervallo (1,2). In tale intervallo le funzioni
u^{t) hanno derivate

Ia*(x): - 1;+-ip
continue e la seri€ delle derivate

I
Lu".txt = _ 

AC4y,r
è uniformemcnte convergente per il teorema di Weierstrass (cfr, $1.5), in quanto

I t l-rl(.x+rf'rl-2"
per cui (cfr. $1,9) risulta lecira la dedvazione pcr serie che dà:

,s'(")=-i (,ó'-'
$(')=-À#=-(-+.À+l:

Posto

Jiz+t
2+ J2

la serie data diventa la 8€rie di potenze

-[-+.--']=+

i4
frl n'

106 l0?
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Applicando il critcrio del rapporto si ha:

p- l?l = Ir- l##l : I*- (--, J',', ='''

Quindi la serie converge per ltl ( l, da cui (vedi es ll2) Ì + y' < l, cioè la serie

cònverge alllntemo dei cerchio di raggio unitario con c€ntro nell'origine.
Per lt l-= I la sede dei moduli diventa la serie armonica gerieralizzata conP = 2 > l:

ir/t
che è convergente; la serie data convarge perciò anche
vergenza. Per il criterio di convergenza udfolme di
Vr'eie$trass (cfr. $$ 1.5, 4.2) la scrie data è uniforme-
mente converg€nte nel cerchio chiuso; infatti:

lú:+l + - +[= tcrnine gcnerarc scric con,rrepntc]

Si osservi che il quadrato T ha uÍ vcrtice sulla circon-
ferenza di convergenza (vedi fig. 4.18.5) cioè appar-
tiene al cerchio di conwrgeoza, quindi al suo intemo
la s€rie converge unifoFngmente.

1ló. Posto

z*'i
I + j -'

la serie data diventa la serie di potenze

èr-I 
-t"?-n'

Applicando il criterio del rapPorto si ha:

sulla circonferenza di con-

l,r- l;l = r\ -|,#r+l = p- (;)' r'r = r'r

Quindi per lrl ( I la serie converge. Siccomc per lrl = I la serie dei moduli è

èr
) -- [= sede lrmonica reneralizzata conp = 2 > I, conwrgcnrc]
i= n- -

si può affermare che la serie data è assolutam€nte cotrvergente per ltl ( l, per cui
si ha:

l-r:l
r'r : líÌ{l (l - lx* jy+jl <ll+jl - l+0+r)'<2

I r -r- J I

Quíndi I'insieme di o di raggio r.E e centro nel punto
di coordinate xo = se.rneipunti t I equindiz = -l
appartiene all'insie ss (cfr. $$ 1.5,4.2) in tale insieme la
serie è uniformemente convergente; infatti 8i ha:

Fig. 4.18.5
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l+í++l ( 4 r=',-i*e"**rcdiscrieconvcrgemel

l17..Posto

z- j-l 
-.2+i

la serie diventa la serie di poterEe

É"(--,J'
Applicando il criterio del rapporto si ha:

p- l#l = u=-l"Tfl = gg,,, =,,,
I'oc;;ir I "

Quindiper lll < I la serie converge; siccoma per l, | = I laseriedei modulidiycnta

i,o.--?1-
*u= | ' n+ I

che diverge perché il suo termin€ g€nerale non tende a zero (il limite è log 2) si può af-
fermare che la scrie data è assolutamente convergente per lll ( l, da cui si ha:
l--: r I

lffil<l - lx+jy-j-tt<t2+jl - (x-r)'+9-r;'<s
Quindi I'insieme di convergenza è il cerchio aperto di
raggio {5 e centro trel punto di coordinate xo = l,
Yo= l.
z = -f, cioè x = -1, y = 0, è un punto della circon-
ferenza di convcrgenza e quindi non appartiene all'in-
sieme di convergenza"
La circonferenza di convergenza interseca I'asse

Fig. {.rt.ó

- l+0- lf =s - y=-t,y2=3

SBRIE DI FUNZToM - EsERcIzr

Posto 4sen2r = t la serie ,diventa la serie di potenze:

i,-rtJ-
il_o' n + I

assolutamente convergente p€r lrl < l, infatti, per il criterio del rapporto, si ha

ri- lr'.,1=1;- l/.' "tttn-*t u" I n-- t n*2 ," l=ltl
Vediamo ora il comporlamento della serie B agli estrerni dcll'inùervallo di conver-
genza e cioè per t = I e per , = -1,
PerI = I lase e,B diventa:

i e u" ;j7 = r - ] + ] + ... [= serie arnonica aseeri ahcmi, sempriccnenre con'!,r.]

Per t = -l la serie ^B diventa:

*+t
p- n 1 I [= 

"n""*onicà(divcrsenie)]

In conclusione la serie B è semplicemente convergentc per - I < , < l, cioè per

- r"n'"<f - -+<*rr<+ -.

- -{(r*/<r( I "on*= 
0, 1t,12,...oó

e assolùtamente convergente per -l ( t ( l, cioè per

-l (4sen'r( t - -i<*+ *"<i
La somrna della scrie ,vale I per t : 0 (cioè per x : Èzr); negli altri punti dcll'inter-
vauo [- I, l) e quindi per -f (r*/<z(f siha:

",= ir-'rfi= j-À#"'r = jifeo,,=rcr..1z.rr.qr=

= aroe(r + 4 = .lggLti$fr.
, 4SeD X

Il prodorto delle due seric è lecito negli iltcrvalli in cui esse sono entrambe conver-
genti cd almeno una delle due lo è assolutamente.
Detta C la $erie prodotto, con rifcrimento alla fig. 4.18.7, si ha che è possibile effet-
tuarc il prodotto negli intervalli:

-,.<,< -f,,. -f *,=f f ,,<".,,
nei quali la serie prodotto C sulta convergente.
In paficolarc negli i[teralli:

-l(4sen'?x(l

imnaginario nei punti:

f(x-r)'+(]-t)'1=5
lx=o

r18.

peÌ cui I'intervallo (aperto) di convergenza uniforme è [- l, 3].

La serie,4 è geometrica di ragione f per cui è assolutamente (e quindi anche s€m-

plicernente) converge*. oer lll 
( I - -a(x(r.ehapersomma

Sr= I

1- I

108
109
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-o<,<-f,o -i...i |o<*<,
la sede C ri$ùlta assolutament€ convergente.

Bc----_{HHslmplice
cHa---{Hsedplic€

.B o------o o------o H assolrta
CHHHssoluta

57
666-ó

Fig. 4.tt.7

La seri€ prodotlo ha per sornma Sc il prodotto S,{'SD per Ì ;É kz e vale S;. I per
x = &2. I suoi primi tre termini sono (cfr. P.29, $2.7):

Co= aobo = |
q= aobt+ arbo: -2sen2r* I

. 16'" 2x Ì
cz = ttob2 + ot br + a2bo = J-sen't - 

.:- sen"t + i.i.

119. Per x = 2la serie data diventa la serie numerica asegni alterni:

È. .." zn- tL\-t,;6;+T
la quale, essendo verificate entrambe l€ condizioni del teorema di Leibnitz:

2n- |
lil-4=lT* ,e"+t)=o e wzu''t (t\

úsulta convergente.
La serie delle derivate è:

&,
Letf T;T_tÍ

Applicatrdo il criterio di Weierstrass, nell'intervallo I < .r < 3, si ha:
l.lr
l(-t)'(t; + lFl <,1:2'(,,, i",**rarc scrie amoni@ El'crarizzÀta con" > I, conversede)

La serie delle derivate risulta perciò uniforrnemente conyergente.

(r) Cioè la funzione è dccrEsccnte per qualunque n int€ro maggiore di l. Infatti, detta

r@=#-++ c r<a=-#f#<
ll0

SERrE DI FUNZIoNT - EsERclzr

Poiché il punto r = 2 è interlo all'intervallo di uniforme convergenza della 9(x), per
il t€orema di derivazione per serie si hache laderivata della somÀa è uguale alia série
delle derivate:

,,'(2)= ieD'zÉ-D,
Si tratta ancora di una serie
a, < l0-r (r):

An+ t)î < to" - 201(2nr D' - n>@:Ja,
Se si approssima quindi/(2) con la somma parziale sr = ao + ùr = 3 si commet-
te un errore inferiore a l0-r. ' 9

120. Posto

z-2i
J

la serie data div€nta la serie di potenze:

).r-rr-J . rF-o n-rt
Applicando il criterio del rapporto si ha:

1"".,1 , I n*t ,,,n'+rl ..Itm l-l =hm l-i':*l u" I il- lt"+ tt'+i' nt l= ttt

Quindiper irl ( I la serie converge.
Per lll : 1 la serie dei moduli

f,l_an' + I

è converge[te, infatti, per il criterio del confionto, si ha:

n -n I _

;r+ I < 
Z: F t= temine EcÉral€ scri. armonica scncralizzara con p > l, convcrscmcl

Quindi la serie data converge assolutamente per lrl < l,
cioè per:

lz-2il
ll=l <r - lz- 2il (l
L'insieme di converg€njza è perciò il cerchio chiuso
avente il centro nel pùnto di coordinate xo = O, yo = 2j
e raggio unitario.

Siccome i punti 2=jez= fj(3j aplaneneono at

a segoi alterni. Vediamo peÌ quale valore di n risulta

Fig.4.rt.E

(t\ Ctr. P.29, Se e nume ch., É4.1, punti a) eb).

l
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cerchio, in essi la s€rie è assolutamente (e quindi seEplicfmente convergente)'

Ye, , = ii la serie data diveota la serie numerica a segni alterni:

nl
Let)" n- + lT
lacui romma approssimata Ìichiesta si ha per:

-tu,=--r:-:+<lo-'
t^

Si ha: q =:) l0-'

*--f,'l=l>rc-'

",= ft'f,=fi>rc'
*:f 'f :$< ro'

Quindi la somma parziale

' - 643
s! = uo'f ut -r u2 + ut - - - 2016

si discosta dalla sommadella serie per meno di l0-2.

Posto l' = t la serie data diventa la serie geometrica

ir
che converge per lrl < I e ha somma af; dalla condizione lrl ( I si ha:

lé'l: pt-Ì+rtrl: eÌ-v'al per x2-y2 1O -- (x-y)(x*y)(0
cíoè la serie converge nella regione apeÉa deli-
mitata dalle bisettrici degli assi e contenente
I'asse 1,.

La somma vale -]_- ed è reale se tale è el;
l-e'

siccome

"z' 
= f-Í , y'iw = ei-l (cos2xy * jsen2xyl

ciò awiere per

2ty = kt k=O, +1,42,...
cioè nei punti dell'asse / e nei Punti delle iper-
boli equilatere appartenenti alla regionc aPerta
sopra indicata. Fis.4.lt.9

tt2 ll3
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122. Posro t -,= t - t>O
senx

la serie data diventa la serie di potenze:

e.
) (-tf ;i-

ì-_ t tog n

Applicando il criterio del rapporto si ha:

lr".,l_,. | /-' _-toezl_,llm l-i = llm l-i':-l ". I |:- llog(n*l) f l-'
quindi per 0 ( I ( I la serie converge assolutamente.
Per I = I la serie diventanumerica a segni alterni:

É (-r)'
h t"E"

e, in accordo coIr il teoÉma di Leibnitz, converge perché

lim rr" = lim 1- = on-- tog/r

l_l,,"-r: lolr+ D 
< l"er:""

In conclusione la serie è assolutameúte convergente per 0 < I < I e semplicemente
convergenteper0<r<1.
ln funzione di r si ha:

6g-l--141

Trascurando la discquazione di sitristra in quanto ovvia (sen x < I sempre), si ha:

' a, - ,"n">J - L<*<!o
sen.r 2 6 6

cioè la serie data è assolutaftenre convergente *ll1.l"r," 
"0"n. [f, f 'l "O

è semplicemente convergente nell'inter. allo chiuso (t.i,r,|.

Posto

z-8i

la lrie data diventa la serie di potenze:

\-1"
L.3" + "'
il cui raggio di convergenza è -R : 3; infatti per il criterio del rapporto si ha:

.. la".,l 3't n I

I'T- lu"l = ijT- l"--+, + r lr| = Tltl

123.
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La serie è quindi assolùtamente (ed anche semplicemente) convergente per

I

Tlrl <l - lrl <3

cioè per;

l----l <, - l"- sil <llzl - lxl ir-8il <3lx*jyl
x' + 1y - 81' < s 1xt + y') - x'+ y'+ 2y - 8> o

rt+(y+ t)'>g
ossia il campo di convergenza è all'esterno della circonferenza di raggio 3 e di centro
in xo = 0,/o = -1.
Siccome il punto z: l6j appartiene al campo, la serie data è in esso convergente; la
sua espressione diventa:

,(16) = i r+('rj -,j)' - I ?#r')
ch€ è una serie a tetmini reali positivi € quindi con somma S reale.
Ricordando che .S = r" + R, per detetminare Scon I'approssimazione richiesta biso-
gna trovare un -R4 < l0-'. Si ha:

_lllttR"= 2*îe"n t n+t)+tì(3* + n + 2) 
+ ... <;;:T +;;;: + u;r: +... :

r l. r I I r ,= 6r,T(l + ?* F+ -.J: p;r ' t.".ie ee.metrica con e- <r)=

lrl
I 5. É't,- -6

t_
Sequindiè ,*, 

( l0 ' a maggior ragione è R"< l0-'. Si ha:

,

f1;;< lOt - 6">200 - nà3
e la somma approssimata è daîadal

+rrllo4ls!= Lu,:f t 
8 + 

aa - z4o= 1640

Posto

"!-le" +l
la serie data d iventa Ia serie di porenze:

i1"."a.
k1 n' ,l

SERIE DI FUNZIoNI - ESERCIZI

il cui raggio di convergpnza è R : l; infatti per il criterio del rapporto si ha:

lim

e quindi la serie converge per ltl < I
Vediamo ora cosa succede sulla fro[tiera. Siccome per |tl = I la serie dei moduli di-
venta:

Sr l) -sen-
i cui termini possono essere maggiorati con i termini I della serie armonica genera-

n
lizzat^.on p :2 ) l, si può affermare che la serie data è conve.gente per t ( I e

quindi anche sulla circonfercnza di convergenza.
Siccome per ltl < I si ha:

ll r-l r
l--tsen-t"l< -ttn n I n

per il criterio di Weierstrass la serie data è uniîormemente convergente nel cerchio
chiuso lll ( l, dacui sideduce:

I z1 .l

r,r :l?l <r - tr'-lt(te"+rl'' le'*ll
e passando alla forma trigonometrica:

ler-r'1cos2ry * jsen2xy) - ll( ll-l(cos2xy* jsen2.rl,) + ll

l(ex'--t'cos2xy - l) I j(eÌ-f sen2xy)l ( l(d' /'cos2ry * l)+ j(l 
"$en2r-l)l

1p"-r'cos2xy - I12 l 1e"-!' sen2xy)'z g 1e''-r'cos2-ry * l)'* 1d' " 
sen2xy1'

4d-!' cos2xy >- o - cos2ry 2 o

ossia la serie data è assolutamente e uni-
formemente convergente nell'insieme

If ,, , ,1f ,,
- - 

-l- k7r \< xv s '- i- rrt4'4
con ,k : 0, t l, t 2, ...

che nel piano di Gauss è rappresentato
dalla zona in grigio della fig. 4.18.10.

Fig. 4.lt.l0

125, a) Poiché per ogni r si ha:

lcosn,.r | - I

I nl I -n!

I I4 5
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la serie data è uniformemente convergente su tutto lhsse reale per il criterio di
rlVeierstrass; siccome lc funzioni 9YE ,ono cootinue, la somma if(.r) della se-'nl
rie data è continua su tutto I'asse reale (cfr. $1.?). poiché la serie è costituita da
funzioni periodiche aventi periodo f= 2 (r), anche la somma/(x) ha lo stesso
periodo.
Per poter applicare il teorema di derivazione per serie (cfr. $1.9) dobbiamo dimo-
strare che le serie delle derivate prime e seconde sono ùnifomemente cotvergenti;
tali serie sono rispettivamente:

\- senrn.x

H @- t)'l
, sa ncosnnx

H tu- t)l

e risultano uniformemente convergenti per il crit€rio di rrveierstrass, in quanto si
ha:

lsenzoxl - I
| (, - lx | 

< [-ll!- t= '"''ine senerar€ diseri€ conwrgenhì

I ncosnox I n

I (, - tX | < 
1n - 1.[ t= t"'i"e generare diserie convergentel

Allora possiamo affermare che le due serie convergono uniformemente su tutto
I'asse rcale alle due funzioni continue/(r) cf(x).

b) ll erafico di/(r) pet x: 2k (k = o,!l,t 2, ...) si deduca dalle seguenti considera-
zonr:

_9tq.

f(2k1- 1* I+= f +=" [varored€rrarunzione peri-0.rr....1 (,)
Ft U Í-=n nl

f(Zp\ = O [punro di stazionffierÀd. a fundone]

fÀkl = - n'1 i ----l-- a o lpunro di ma",mo r€larivo]
?/=t (n- l)l

Fig.4.lt.l1

c) Poiché lal(x) soddisfa alle condizioni di integrabilità (cfr. g1.8) ed è una funzione
periodica (cfr. $4.12), si ha:

Infatti cos{r?r(Ì + 2)l= cos(rrÌ + 2rr) = cos z?r.x
Si ricordi lo sviluppo in se.ie di s' per.x = l.

o
c)

l l6

SERIE DI FUNzIoNt 
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I.^-'ruro* =lo'n,ta* =1"'(, * is,-t.)0, =

:[',,*f1'"o""'-h^'kh nt d':2+0=2
Siccome, poi,lafunzione è pari si ha:
.l -2
Io' rct* = I,' taa* = : I^l,tuto' = *l^' rroo, =,
e quiDdi lvalore mcdio diÍr) in r]

Io^ Í<,) o' : Io' t<*l o' : !,' Í{ò a, = : ! -^_,76) a, = m. | = m

Poiché lim 
"-lo 

ÍG)a*: ]jT** rz = +-
si può concludere che flon esiste I'integrale generalizzato

Jo f?t a*

12ó. Posto

r+4:t
la serie datadiventa la serie di potenze;

:,^ (l + j") r'

il cui raggio di convergenza è R :

P- l=++-rl#l=','
I; infatti per il criterio del rapporto si ha:

cd il limite risulta owiamente minore di I
per lll ( l.
Vediamo come si trasforma il cerchio di
convergenza lrl ( I nel piano di Gauss:

t_t
lrl = lr+ 1l<t - lzrzlllzlI zl
l.r - jy *r* jyl <lx-jyl
4Ì<x2+y'
y' > \xz

.y < -.'v/5 I.'l e .y > \6 |rl
Lìnsieme di convergenza è quello in grigio
nella figura 4.18.12. Fig. 4.18.12

|7
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ll diagramma della funzione nell'intervallo (-2Î.,2r) è qùello rappresentato in fig.

"oo,,""" 
,rr,"rnl'jolll'tJu. o"nn"," o.ra, è possibile scrivere

essa associata che. essendo la funzione/(xj aiispari, iara costi_
oli seni:

/(') : É, a,rron"

Calcoliamo i coeffi cierti b":

6" = ? 
[0" 7G) no n* 4t : 2lo" , <, - r)sennx dx =

-2f", - 2Í"- ;Jo x sennxdx - -Jo rxsennxdr =

: 1l# *",' - 4f *" 
^1"^- z [ ,"n,,' - ] "o. 

,..1 ' =lolnnJo
21 nt,r2-2. .- 21 f - I

= ;[- --(-D' - 7] - 2[- tt-'rJ =

=-4r-rr+-1,-,.," --!, 2,. . "n n'Í n'i+;(-lf =

= -f rr-rt, - rr:10 Per a pari
n-|r - \ 8

- -__ per n dispari

Osserviamo che, qualùnque sia z, è:

ló, sen zxf 
-< ló"1 < j-

lt-7î

e che la serie numerica a termini posirivi

\-8kE

SBRrE DI FUNzIoNt _ EsERctzI

è convcrgente in quanro !!-1 : ;++ < I (criterio di DAlembert).uh \n -r t)'
Si può concludere pertanto che la serie di Fourier associata alla funzione data è sem-
plicemente ed uniformemente convergente.

12E. Il graflco della îunzjonc nell'intervallo (- ?r,3rî) è rappresentato in fig. 4.1g.14.

Fig.4.rt.u

:liT:*il".i;"'fi'"J.lÍi"ff:::1
no i termini in seno, cioè saranno

JG)= t+ 2,^"o",o
I primi due coefficienti dello sviluppo sono:

2 î'.h= ;Jo sen2xdx = 0

or: L[0" s",-z* co"rl, = !0" 2""n, 
"os, " 

dr: - +lc*rd; = *
Nell'intervallo 10,2r) 19 Í@), oltre che conrinua, è derivabile tmnne che nei punti
I - 9, 1 : rr, x = 2zr. In questi punti, però, esistono finit€ le pseudoderivate dcstre e
srnrsfre (che coincidono con le rispettive derivate):

f(0+o):z
f(zr-0):z fQr+0)= -2
f(21r-0)=-2

8

lt9
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della serie di Fourier in esso vale (r):

'(+ ") 
:'(+ 

" -,") = r(- | ") = r(1,) : *"1" = -,

129. ll grafico della funzione nell'intervallo (- 2?r,4") è rappresentato in fig.4.l8.15.

SERIE DI FUNZIoNI - 
EsERcrzt

Vediamo cosa succede nei punti -r: rl2e x = 7r13.
hr x = r 12la ftnzíonejf(.x) presenta una discontinuità di p ma specie. Poiché in tal
punto esistono irnite le pseudodedvate destra e sinistra:

Í!(Ì12)=-l
ft+Qrl21= s

per il teorema fondamentalc possiamo affermare che la serie è ivi convergente e la sua
somma vale:

r(;-')*/;*o) o*,

In.x : 7n/3la funzione è continùa insieme con la sua derivata prima, pertanto la se-
rie è convgrgente e la sua somma lale:

'(iì='(t" -2")=r$ = *';: i
Fig 'l'1t'15

Poiché lal(x) soddisfa le amentale, può essere sviluppata
in serie di Fourier. Non i né di funzione dispari, là-svi-
luppo conterrà sia termin no:

fAl - | +,i,A^cosnx * ó,sen nx)

dove i coefficieriti ao e ón hanno le seguenti espressionil

o^ = L[o'" 1ò"o"n* 7t : !Jo"'' .o", 
"o" 

n* dt + ![.'" 
"en 

x cosnx dx

6, = \o'" 11r1".nnt 4t = L !o''' 
"o" 

* ,"nnt d* + !1,'" 
"en 

x sen zx dx

ln particolare $i ha:

I r "12 I 12"
oo = l]o 

"o"*a* + |l,ur.n'7' - 1[."n*]í'' - ] ["*"111, =
lt:---:0
1f 7r

6, = !!0"'' .o", 
".n 

t 7* 1. ![,^ ,"n'rd, =

: *[i"*4." .l+ - Y]i ": * n (" - +) 
: +. +"

0) Si osservi che la/(Ì) è definira in (0, r) e 5nl4 cade al di fuori di quesro inlervalto. per determi-
nare il vÈlore della fùnzionein tale punto bisogna riportarsi all'inrervallo di defini,,ione sfru ando
le caralterìsriche della funzione. nel nostro caso la pìriodicirà di 2r. ed il fatro che essa è pari

130, Il grafico della funzione /(x) nell'intervallo (-43f,..) è rappresentato nella fig.
4.18. t6.

Fis.4.lt.16

Poiché la fìhzione assegrata soddisfa le condizioni del teorema fondamentale, può
essere sviluppata in serie di Fourier. Inoltre, essendo la funzione pari, nello sviluppo
mancheranno i terminiin seno, cioè sono nulli i coefficienti ó":

-ll0:Jlx)- t + 
,2r a"cosnx

dove i coefficienti a, hanno I'espression€ scguente:

^ ^ ttzo.: ll fktcosn*d' =!l Jì cosnxdx
1f 'o

In particolare si ha:

2 t"'2 - 212 r,1"','z 4 h"Y 2 r;o"=;J, \/xdx=;ltu*lo =LVI-zI :TVt
Vediamo ora cosa succede nei tre punti r = O,x= 1rl2,x=g'tl4.
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SERIE DI FUNzroNr - EsERcIzI

ln -r:0la funzione è continua ma notr derivabile, quindi oon si può dire nulla per
quanto riguarda la convergenza della serie.
ln x - t l2la fiinzione presenta una discontinuità di prima specie e poiché esistono le
pseudoderivate destta e sinistra:

possiamo affermare (teorema fondamentale) che in Ì = ?r/2la serie converge e la sua
somma è data da:

ln l = 9n/4la funzione è aontinua insieme con la sua derivata pdma, pertanto la se-
lie è convergente e la sua somma vale:

'(i ò :'(i " -,") ='(+) =,1 + = +.
131. Iì grafico della funzione/(.r) nell'intcrvallo (- 3,6) è rappresenrato nella fig. 4.lg.l?.

Fi8. d.lt.t7

Poiché lal(r) in (- 3, 3) soddisfa le condizioni del teo.ema fondamenrale, può essere
sviluppata in serie di Fourier. Inoltre, poiché la îunzione è dispari, lo sviluppo con-
terrà solo termini iD seno:

1x'1- \,t,senff
dove i coefficicnti ó, hanno ltspressioae:

t. = ! !"' r<a *, ff o, = ? I" o - r)'z se" ff ax + ! [,' ""n 
ry a,

SERIE Dr FUNzroNr - EsERcIzr

Esamiúiamo I'intervatlo (0, 3). Negli inte alli aperti [0, 2] e [2, 3] la/(r) è continua e

derivabile, pertanto in detti intervalli la s€rie converge a/(x).
In r = 2 esistono le dedvate destra e sinistra della/(n):

f(2+0)=o
f(2-o\:z
pertanto la serie è ivi convergente e la sua somma vale/(2) = l.
Inx:0einr=3la/(x)presentadiscoritinuitàdiprimaspecie.Poichéesistonole
pseudoderivate destra e sinisha:

/I(0) =/|(0) = -2
/+,'(3) =/i(3) = 0

la serie risulta convergente anche in questi dùe punti e la sua somma vale zero,

tr;:z\,1 
,

132. Il graîico della fundone/(r) nelllntcrvallo (- 3,3) è rappresentato in fig. 4.18.18.

Fis.4.1t.rt

I coefficienti dello sviluppo in serie di Fourier della/(t) sono:

@-rax=t

^ = +1,' + *"a{. d' + +1,' G - r) cosuf a,

b,= +I"' +*"2"{' a, + !1,'e- t)sen4f ax

La serie di Fourier associata è data da:

fG) - + + i (',"""4:!+ a,r.n 
2T')

Z :\ J J I

=1[, fta. + tl,'

122 123



SErrB DI FUNzro$ - EsERcrzr

Il punto x = 3 non soddisfa le clndizioni del teorema fondaEetrtale perché non esi-
ste lidta ls p8eudoderivata desùe,
Il punto x = I è di discontinuità di priEa specie; esistono finite le pseudoderivale de-
stra e sinistra, quindi la serie è convergente ed ha pcr somma:

/(l -0)+fl +0) _ r

Negli altri puti di [0,3] la serie converge al.r).
In qualunque lnrcrvallo (a, ó) con0 ( a ( x < b < I e (c, /) con I ( c ( x 

-< 
d( 3

laflx) soddiefa le condizioni per il ruo sviluppo in serie di Taylor (cfr. 92.9).
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ll/lAlllJALE PfAllCo Ptn LA flls0luzloilE oEGLI+J EsErctzrDrscrE za !EL[E c0srBuzr0flr
Sono sinlelicarneme esaminaii0li argomenr impl'cali nella ís0lui0.
ne dei prohlemi di ScieDa dslh Costruioni: slruilule is0siatiche ed
ipe6la'iDh0: cedimenli di vinc0l' e dihhzi0ni hrmrcheì diagramn,
delle arioni ìntefne in sùunure Don cariDhi disfibuiti
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45 
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equillb o.
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basif0(l aridie basi deb0li m0novalenli; acidi poìiproricL basipolia.

t't ACIDI E BÀSl Phrèsarnndr

'll rS eselozr eo esempr c0niernenrr '10rolisr lè solú/0ni Iam
pone, l. mÌscela dÌ acidi e basi, gli acidi e le basi in solvenli non

48 ilhlt"'tttTrnnr 
c0nnEi/rE coÙÌr ua Pane

33 esercDisulh rctieleuiche lineariper illustrare i p ncipidi (irch.
ho{f, il p ncipio di sovrapposizi0ne degli ettelli, i ieorcmi di lheue
nin, NorDn e Millman, ilmerodD dei potenzialiainodi, ilmetodo delle
corenti ciDliche, il prinlipio di dualilà, i leoremi di reciprocità e di

49 glf"ll' ETETTnTH lr c0nnE Tr c0i/Trirua. Pa o

4l eserciziDoncernenlila pofenza eletlrica diun bapolo,le perdileed
il rendimenlo di ún sislèrìaj h risolúzione di circuiti eleitrici conte
nenli generar0ri pìl0taii; l0 fudi0 dì reri conienenli rcsistori non

lin€ari e diodi ideali

EN CIBCUITI ELETTBICI IiI CONNE TE AI.TERiIATA
CU 65 eserriÍ concernent, la solrnone dr reù elerrlche m

rcgim sinus0idale e l'utiltzo de diagrammi vellorialii poienr€ e

isoruma di B0urher0r; .endimenlo di una lrnea elelùrca m regme
sinús0idale e rila$mmtD delcarico

5î i'llllr,[,.*:lJ;jitt"À 
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44 esempi ed esercizÍ risolii per mostrare va merodi di calcolo di
linili di fúnzioni di più variablli reali; per s0luere problemi inerenli
alla c0ntinuilà in un punio ed al prolungamenlo per c0niinuilà di
fun?ioni di due varabili reali-

52 iÌi,Îtclt#lÎ. 
0r amrtrsr cHrll rca oEr PnoD0rTr

54 espeímenti Falici di lab0rai0ri0: analisi centesimale; analisi del

lalte e dea foÍnagoi, d€lle hevande analcoliche, dei vini e deglr olii
analisi strumenrals spenrof0lomerria llV e di ass0rbinento ar0mic0
€ di ernissione; cromalografia liquida ad alla pressionè; gasromai0.
grafaj melodi efel tmchimici.

53 r rRo0uzr0ilE ar Pn0cEssr sTocasÍcr rr carE r

12 eserciri e numerosi esempi per meglio lomprenderc l€ catene di
Markov, modello malemalÈ0 na1ùrrle per m0lti len0meni lisici,
biolosici, econo,nici e sociali. I processi di llarkov si rirovano nella
pianifica?ione a hèvee a lung0 lemine diuna Foduzione industdals
di complessi inhrdÍpeîderìti

76 osEoMETltA 0ErrE MASSE E Gt0MErEtA 0EILE AntE.

10 ese c;i$0lti sia g.afiram!nre che numercarente. Drereduù da
Jna pa'le inkoduniva, per la piena coîoresrone oe[;[Rss e det
n0cciol0 cenÙale d inedra

70 Es.rcizit g per ta p,ena comrrensrom
derh I di$thcitariore, prcùeduti

rulh

r t EtETTn0CHlillCA. Eserrizi
3+ 3l esernpi eO esenri compleramenre sù01r. co.co rsit' h
conduDibililà deglieletlrolitir h leggjdi Faraday e iprocessi sfoIr0li
licii gi eqoilìbí di Nsid0riduione e i p0lsntali eleltronici; il caholo
della l.e m. dilelk.

E E tA ÍflASF0BIVAIA 0l LAPLACE. Pane prima. Proprieia

40 esempiper descrìvere l'!s0 della lrasÎormala diLaplace nellhna
lisi der sistenì diffsrenziafi lineari e staziona , in risposls a segnalidi
ingress0 anche non causali L'inlegrala di delinizione vien0 applicalo
ad un unro eslmpD da Dui pù, applicaldo eleganisnenie le Fop' e
là, si deducono le lraslorinate dei segnali piir Domúni. Come istante
in,?al€ nelllnlesrah drdelinit0nrs 1ella loínula di ds ivari0îe u€ne
specilicalD l-0 , anziché semplicemenie t=0, illustrando neiderla
glile consesuenze chede van0 da tale precisazi0ne.

EG [A ]nASt0RMAfA 0l LAPLAGE. Pdrte seconda. La
:r l, funzione di t.asledmento
23 es€mpl di calcol0 della fumi0ne diirasférmmt0 per sistemifisici
divario generc. elellricie n0n. Pa e0d0 dalsisnificar0 di funzi0ne dr

ùasferimenlo siarriva alla descrizione delle sùe pmFiela e aimet0di
dirappresenta/r0ne Eafrca. 0uver0 i dragranmi di Bode, id,agramÍìr
polariequ€llidi Nyquist

E' OOPPIE MULTI.SIPOTI
C , 4S eserrizi su,la rsor/one delle reh m conrnua e altemata
ulilizzando h upplesDnlazÌ0ne di cicuilÌ a 2 0 n pode Vengono

descritle le mal cicarallerisliDhe e k lrasf0nnazioni di rappr€senta-
ziDne per un dDppio bip0lo, i circuill equivalenli e 

' 
p0ssihili r0lÌega-

menliira doppihipoli llna 0arrrrchre drreùione e dedicara aiircui.
ti Donrenenli il lrasfomalore ideaie e il doppro bipolo indullivo
lnline, per imulìi.bipoli, úieneinirod0lta la matriDe delle ammetleue
indefinila che permelte dicalc0l € m0lh vel0cerlente, pa end0 dai
paramel diun (n.1).p010 ricayat0 da un n.polo in cuisiò definilo un
m0f3el10 con€ raferimento, i paramelri di un qualunque altro tn 1).
polo ollenuh sempre dallo slesso n.polo camhiando pérò Ia scella
d€l mors€rto di rifenmenio.

Ell STU0|0 AvAlllzAT0 0ELLE FUilZlo l. Part€ 0rima. I
CO qDsitida esame più imDe[nativi
35 esempi. 00p0 una Epida descrizi0n. dei grafiDi delle fumioni
elemenlari pirl Domuni si descrive come, con semplici lraslazi0ni,
simmel e, e applicarioni di valoÌi assolúti, si pNsa dcondure a

semplici mDdifiche di hli grafici l0 studio delle proprietà di lun?ioni
anch€ di noieyole complessilà. Viene poi apDnlondÍr0 il fletodo di
studiD di una lu ione faDe0do 0pporluni richiami ùi îeoremi della
leoia e affonlando p.oblernipù dffcili rhEsrrin sede d elama
scelli lraitemidianalisil

EO STlrDl0 AvA zAr0 0ELLE.Fuluzl0llll, P8nè seDDrda.
r, v ùcomlosr?rooe rn s€quenze 0r oDefamn
85 esempi per capie come il grafico di ona funrìone uien. moddicato
dall?pplicazi0ne degli 0peratori piii r0muni, lip0 rcciproco, esponen

,iah, radice, logaritmo, polema, , e per sapei ricon0scère le se-
queue di tali DDenro nell?somssione di una lunrìone da u$atrE
risalend0 alsu0 [rafic0 s0hmenle tramitelel0r0 0ropnelà

Cn STUDIo AVAIUZAT0 0tltt Futlzlotll. Partc telza.
UU Composie e primitive
3E esmpi Nèlld Fima s€/ione úiene irlùslrat0 il melodo di c0mp0si
zione che peínetle dr rappresantare il grafho di úna funzaone da

esams quand0 risulla composta da una sequenza di operai0ri di
espressaone qualsiasi (non necessariamenl€ ra quelli lrathti nerh
Pade secondal, lùdiandD s0lamenre lè propneia degli operarori
componenli. Sesue una seri0ne dedicala alla r'soluzione dei quesili
più riDhi€sli n.ilemi d'esame igúardanli la dèduiDne, dal gralicD dr

una lunÌione, dell'andamento di una sua primiliva, ci0è le m0difiche
che l'operalore nruGRAtE appoila al diagrr'Ììma di ùna assegnata

-t,! continua sull'ultima paoina del volume


